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Inleiding

Toen men lang geleden de eerste computer op de markt bracht, was de achterliggende mo-
tivatie dat dit apparaat kon helpen met het oplossen van allerlei problemen. Dit waren in
het begin vaak complexe berekeningen, die voor mensen te tijdsconsumerend waren om
zelf uit te voeren. Met een computer moesten mensen hun berekening niet meer zelf doen.
Ze konden hun gegevens eraan meegeven, ertegen zeggen wat er met die gegevens moest
gebeuren en de computer het werk laten doen. De mogelijkheden van dat “apparaat”
zijn op relatief korte tijd zo enorm toegenomen, dat we nu voor bijna elk probleem dat
we willen oplossen een computer gebruiken. Computers zijn zelfs al zo ver geévolueerd
dat er al problemen bestaan waarvoor we niet meer moeten zeggen tegen een computer
hoe het moet worden opgelost, enkel hoe het probleem eruit ziet. Dit is natuurlijk een
heel interessant gegeven, aangezien er veel alledaagse problemen zijn, die we gemakke-
lijk kunnen specifiéren, maar waar we geen goede oplossingsstrategie voor kennen. Neem
bijvoorbeeld allerlei planningsproblemen, zoals het plannen van een uurrooster aan een
universiteit, waarbij rekening moet gehouden worden met beschikbaarheid van docenten,
studenten, lokalen, ...en allerlei andere voorwaarden. Als het gaat over 5 klassen, 3 leer-
krachten en 4 lokalen, kunnen mensen deze planning zonder problemen zelf uitvoeren. In
de praktijk zijn dit soort problemen echter vaak zo groot dat er geen overzicht te behouden
valt. Als we nu een systeem zouden hebben waaraan we al onze kennis hierover zouden
kunnen meegeven, waarmee dat systeem dan zou redeneren tot het een aanvaardbare
oplossing had, zou dat het plannen van die uurroosters veel draaglijker maken.

Dit soort systemen bestaan gelukkig al, ze worden Knowledge-Based Systems (KBS)
genoemd en er wordt heel veel onderzoek naar gedaan. Dit onderzoek spitst zich toe
op twee aspecten. Enerzijds willen we dat een KBS zo efficiént en snel mogelijk kan
werken. Er wordt gezocht naar goede methoden om oplossingsstrategieén te bepalen bij
willekeurige problemen. Hoe beter deze strategieén zijn, hoe sneller we problemen kunnen
oplossen en hoe groter de problemen worden die we kunnen oplossen. Anderzijds wordt
er ook onderzoek gedaan naar de manier waarop kennis kan worden overgebracht naar
het systeem. We willen kennis kunnen weergeven op een manier die voor zowel mensen
als de computer duidelijk is, zodat de computer er snel mee aan de slag kan.

Eén van de plaatsen waar dit onderzoek gedaan wordt, is in de onderzoeksgroep KRR van
het departement computerwetenschappen aan de KU Leuven. Er wordt een KBS ontwik-
keld met de naam IDP. In IDP kunnen problemen en kennis gespecifieerd worden met een
uitbreiding van eerste-ordelogica, FO(.) genoemd. Deze taal is enerzijds herkenbaar en
heeft een erg duidelijke informele semantiek, net zoals eerste-ordelogica, maar anderzijds
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is deze taal toch erg expressief. We kunnen er namelijk concepten in uitdrukken die we
niet in eerste-ordelogica kunnen uitdrukken (zoals we later nog zullen zien). Eén van de
specifieke types problemen die we met IDP kunnen oplossen is een modelexpansie. In
een modelexpansie willen we een oplossing vinden voor een probleem dat bestaat uit een
aantal voorwaarden, waar we al een gedeeltelijke oplossing voor hebben. Een sudoku is
een goed voorbeeld van een dergelijk probleem. Een sudoku bestaat uit 81 vakjes, die
zijn opgedeeld in rijen, kolommen en blokken. We hebben daarbij ook 9 getallen, die we
in die vakjes moeten invullen volgens een aantal regels. Hierbij krijgen we voor sommige
vakjes al gegeven welk nummer er moet instaan. We zoeken dan een invulling voor alle
andere vakjes, zodat we een volledige reglementair ingevulde sudoku krijgen.

In deze thesis wordt het uitvoeren van zo een modelexpansie eens van dichterbij bekeken
(hoofdstuk 3.1). Het algoritme dat in IDP gebruikt wordt, wordt besproken en uitgewerkt.
Een deel van dit algoritme bestaat erin een eerste-ordetheorie om te zetten naar een
equivalente propositionele theorie. Dit wordt grounden genoemd. We kijken specifiek hoe
we een grounding kunnen uitvoeren (hoofdstuk 3.1.3) en we onderzoeken enkele manieren
om dit zo efficiént mogelijk te doen. In IDP wordt hiertoe onder meer een speciale
normaalvorm van formules gebruikt, die bijdragen aan de efficiéntie van het systeem.
Deze formules worden FOBDDs (Binary Decision Diagrams) genoemd, hebben een binaire
boomstructuur en worden geintroduceerd in hoofdstuk 2.

Deze FOBDDs zijn een heel interessante normaalvorm voor formules in eerste-ordelogica,
onder meer omdat vereenvoudigingen er heel gemakkelijk in door te voeren zijn en omdat
ze de eigenschap hebben dat twee FOBDDs voor twee equivalente eerste-ordeformules vaak
syntactisch gelijk zijn. Dit resultaat kan natuurlijk niet voor elke paar eerste-ordeformules
gelden, want dat zou betekenen dat we een manier gevonden hebben om satisfieerbaarheid
van een willekeurige formule in eerste-ordelogica te beslissen. We kunnen namelijk gewoon
die formule omzetten naar een FOBDD en kijken of het de FOBDD voor false is. Eén van
de dingen die er bijvoorbeeld voor zorgen dat twee equivalente FOBDDs toch verschillend
zijn, is het bevatten van redundante deelFOBDDs.

In de context van deze thesis werd getracht de hoeveelheid redundantie in deze FOBDDs
te verminderen. Dit wordt uitgewerkt specifiek in de context van het gebruik van aritme-
tische formules. Er werd gezocht naar een manier om te kunnen beslissen of een bepaalde
aritmetische formule al dan niet satisfieerbaar is. Aangezien dit voor willekeurige aritmeti-
sche formules onbeslisbaar is, werd een specifieke deelklasse van de aritmetische formules
bekeken, namelijk de aritmetische formules zonder vermenigvuldiging. De theorie van
deze klasse wordt Presburger aritmetiek genoemd en is beslisbaar. Dit wordt bewezen in
hoofdstuk 4.3.1. Met deze beslisbare theorie wordt vervolgens een algoritme ontwikkeld in
hoofdstuk 4. Ter afsluiting van deze thesis wordt dit algoritme kort in de praktijk getest
en worden er nog wat mogelijke uitbreidingen bekeken.



Hoofdstuk 1

Voorbeschouwing

1.1 Elementaire begrippen

Om overzicht te behouden in de rest van deze thesis, worden hier verschillende elementaire
notaties en concepten uitgewerkt, die we verder in de thesis nodig hebben. De belangrijk-
ste definities die we hier introduceren zijn de logica’s: propositielogica en eerste-ordelogica.
In het algemeen zien we een logica als een systeem om te kunnen redeneren. Dit wil dus
zeggen dat een logica een taal is, en dus een vocabularium (de symbolen die we mogen
gebruiken), en een syntax (hoe we zinnen in de logica creéren uit deze symbolen) bezit.
Om te kunnen redeneren met deze zinnen, hebben we ten slotte ook een aantal regels
nodig, die ons kunnen vertellen of een gegeven zin al dan niet waar is. Deze verzameling
regels noemen we de (formele) semantiek van de logica.

Interessant aan propositie en eerste-ordelogica, is dat deze formele semantiek erg goed
overeenstemt met de informele semantiek. Met andere woorden, de regels die we hieronder
gaan definiéren, die zeggen of een formule al dan niet waar is, komen goed overeen met
wat we intuitief zouden verwachten. Een formule van de vorm Va(P(z) V Q(x)), wilt
bijvoorbeeld zeggen dat gegeven een willekeurige waarde voor z (Vz) ofwel P(x) ofwel
Q(z) waar is, dus exact zoals we het zouden lezen.

1.1.1 Propositielogica

Om een logica te definiéren hebben we dus een vocabularium I, een syntax en semantiek
nodig. We definiéren een vocabularium ¥ = {pg, p1, ...} als een verzameling propositie-
symbolen (soms noemen we deze symbolen ook wel (propositie-)variabelen). De syntax
vertelt ons dan welke formules behoren tot een logica. We definiéren deze inductief met
behulp van een BNF-vorm ([ASUS86)):
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Definitie 1.1. Een formule in propositielogica over een vocabularium X3, is van de vorm.:

F.G = f (false)
t (true)
a (voor alle a € X3)
—F (negatie)
(FAG) (conjunctie)
(FVGQG) (disjunctie)

De verzameling van al deze formules over een vocabularium ¥ noteren we met Lpys.
Soms worden er ook nog de connectoren F' = G (implicatie), en F < G (equivalentie)
gebruikt, maar dit zijn afkortingen voor G V —F respectievelijk (F N G)V (=F N\ =G).

Nu rest ons enkel nog de semantiek van de propositielogica te definiéren. Hiervoor hebben
we eerst het concept van een valuatie nodig.

Definitie 1.2. Gegeven een vocabularium ¥ = {pg, p1,...}, dan noemen we elke functie
V¥ — {t,f} een Y-valuatie. We gebruiken de notatie V.= {qo,q1,---,qm}, waarbij
{90, q1, -, qm} C X en waarmee we bedoelen dat V(p) =t wvoor alle p € {qo,q1, .-, qm}
en V(p) = £ voor alle p € ¥\{qo,q1,---,qm}-

Gegeven een valuatie V', kunnen we de semantiek voor de propositielogica definiéren door
de relatie F. We schrijven V' F ¢, waarmee we bedoelen dat de formule ¢ geldt, gegeven
een valuatie V. We definiéren deze relatie recursief (stel p € X, en ¢, ¢1, o propositionele
formules).

VED als Vi(p) =t
F-p als V FE ¢
E o1 Ay als VEpren VE @y
F o1V als V E o of VE

We zeggen nu dat een propositionele formule ¢ waar is in V', als V F . We zeggen dan
omgekeerd ook dat V' een model is voor ¢. Bij uitbreiding zeggen we dat een theorie
T (eindige verzameling formules) waar is in V als elke formule in 7 waar is in V. We
noemen V dan een T-model. Merk op dat het waar zijn van een theorie neerkomt op het
waar zijn van de conjuncties van alle formules in die theorie.

Een veelgebruikt concept voor theorieén in propositielogica is satisfieerbaarheid.

Definitie 1.3. We noemen een propositionele formule ¢ satisfieerbaar, als er een va-
luatie V' bestaat zodat ¢ waar is in V. We noemen ¢ een tautologie als ¢ waar is voor
elke structuur V.. We noemen een propositionele theorie satisfieerbaar als er een T -model
V' bestaat.

Merk op dat hieruit volgt dat een formule ¢ satisfieerbaar is als en slechts als —¢ geen
tautologie is. We verduidelijken het concept van satisfieerbaarheid met volgend voorbeeld:
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Voorbeeld 1.1. Volgende theorie is een voorbeeld van een satisfieerbare theorie:

Po N\ P1
—po V P2

Er bestaat namelijk een model voor deze theorie, namelijk V' = {pg, p1}.
Volgende theorie is dan een voorbeeld van een niet-satisfieerbare theorie

Po N\ P1
—po A\ P2

Er bestaat geen enkel model V' zodat V F T.

Voor een propositionele formule ¢ definiéren we ook nog drie veelgebruikte normaalvor-
1

men- :
Definitie 1.4. Een propositionele formule ¢ is in Negatie Normaalvorm (NNF) als
elk negatie symbool in ¢ enkel voorkomt vlak voor een propositiesymbool.

Definitie 1.5. Een propositionele formule ¢ is in Conjunctieve Normaalvorm (CNF)
als ¢ geschreven is als een conjunctie van disjuncties van (negaties van) propositiesymbo-

len, dus ¢ is van de vorm:
AN
g

Waarbij p; j een propositiesymbool is, of de negatie ervan.

Definitie 1.6. Een propositionele formule ¢ is in Disjunctieve Normaalvorm (DNF)
als ¢ geschreven is als een disjunctie van conjuncties van (negaties van) propositiesymbo-

len, dus ¢ is van de vorm:
o=\ Apis:
g
Waarbij p; ; een propositiesymbool is, of de negatie ervan.

Het gebeurt regelmatig dat we een gegeven formule willen omzetten naar een formule in
zijn conjunctieve normaalvorm. De meest voor de hand liggende methode is om dit te
doen door de distributiviteitseigenschap van de eerste-ordelogica toe te passen, maar dit
kan een formule exponentieel in lengte doen toenemen ([MVFHO03]). In sommige gevallen,
wanneer we niet echt een equivalente theorie zoeken, zijn er betere technieken, zoals de
Tseitin transformatie ([Tse68]). Tseitin bewees ook dat de Tseitin transformatie van een
gegeven theorie 7T equi-satisfieerbaar is aan de theorie zelf (propositie 1.1).

Propositie 1.1. Noem T een willekeurige theorie, en T’ de Tseitin transformatie van
T, volgens algoritme 1.1. Dan geldt dat elk model van T’ ook een model is voor T en
dat elk model voor T witgebreid kan worden tot een model voor T'. We noemen T en T’
equi-satisfieerbaar, want T is satisficerbaar als en slechts als T’ satisfieerbaar is.

'Merk op dat formules in CNF of DNF automatisch ook in NNF staan, of met andere woorden: CNF
en DNF zijn sterkere normaalvormen dan NNF
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Algoritme 1.1: Tseitin Transformatie

input : Een propositionele theorie T
output: Een propositionele theorie in CNF-normaal vorm 7T~

1 for p € T do

2 ‘ Propageer negaties tot vlak voor atomen in ¢;

3 end

4 for p €T do

5 if op=pi ANpaA--- A, then

6 T werwijder(p);

7 for 2 =1..n do

8 | T .voegToe(p);

9 end

10

11 end

12 while 7 niet in CNF do

13 for o € T do

14 if (v is van de vorm o1V @3V -+ -V )

15 en Jy; van de vorm ¥y A --- A, then

16 T werwijder(p);

17 P=nieuwe variabele;

18 X=01VpaV.. Vo, 1 VPVp1V...VE;
19 T woegToe(x);
20 e= (1 V...V, VP)
21 Propageer negaties tot vlak voor atomen in ¢;
22 T woegToe(e);
23 for j=1..nen j+#1ido
24 w =PV
25 Propageer negaties tot vlak voor atomen in w;
26 T woegT oe(w);
27 end
28
29 end
30 end

return 7;

w
=
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Merk op dat dit niet hetzelfde is als equivalentie. Bekijk bijvoorbeeld volgende formule
T = {poV(p1Ap2)} met Tseitin transformatie 7’ = {poV P,~PVp;,~PVp;,~BV-CVP}.
Dan is V' = {pg, P} een model voor T over ¥ = {pg, p1, p2, P}, maar geen model voor T,
aangezien bijvoorbeeld —P V p; niet geldt.

1.1.2 Eerste-ordelogica

Zoals bij het definiéren van de propositielogica, moeten we opnieuw een vocabularium,
een syntax en een semantiek definiéren voor de eerste-ordelogica.

Het vocabularium ¥ bestaat uit 3 verzamelingen: een verzameling

Ypred = {P1/n1, Py/na, ...}
van predicaten (waarbij n; de ariteit van P; voorstelt), een verzameling

Y fune = {F1/ma, Fo/ma, ...}
van functies (waarbij m; de ariteit van F; voorstelt)? en een verzameling

Yoar = {z,y,...}

van variabelen. Als we voor een specifiek voorbeeld het vocabularium willen geven, zullen
we de variabelen meestal weglaten, omdat dit duidelijk zal zijn uit de context van de
semantiek.
De syntax wordt dan als volgt gedefinieerd:

Definitie 1.7. Fen term in eerste-ordelogica over een vocabularium X, is van de vorm:

t:= x (een variabele is een term)
F(ty,ta, ... t,) (Functie toepassen,)

Met alle t; termen, en F'/n € ¥tyne.

Definitie 1.8. Fen formule in eerste-ordelogica over een vocabularium X2, is van de vorm.:

0, = - (negatie) (1.1)
(p A1) (conjunctie) (1.2)
(p V) (disjunctie) (1.3)
Va(p) (Universele kwantificatie) (1.4)
Jz(p) (Universele kwantificatie) (1.5)
P(ty,ta, ... t,) (Predicaat Toepassen,) (1.6)
t1 =to (Gelikheidsrelatie) (1.7)

Met alle t; termen.

We noemen verder een formule van type (1.6) of (1.7) ook wel een atomische formule.
De verzameling van alle formules in de eerste-ordelogica over een vocabularium > noteren
we met Lrox

2Merk op dat we ook constanten kunnen gebruiken in eerste orde logica, dit zijn gewoon functies met
ariteit 0.
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Definitie 1.9. Een formule waar geen vrije variabelen in voor komen (dus geen variabelen
die niet gebonden zijn door een kwantor), noemen we een gesloten formule of een zin.
Een verzameling zinnen, noemen we een theorie.

Bij het definiéren van de semantiek voor propositielogica, moesten we eerst een valuatie
definiéren: een interpretatie voor de propositiesymbolen. Voor eerste-ordelogica moeten
we iets gelijkaardigs doen. We definiéren eerst een structuur: een interpretatie voor de
predicaten en de functies.

Definitie 1.10. Fen X-structuur I bestaat uit een domein D, waarbij D een verzameling

elementen is waar we onze variabelen door kunnen substitueren® en een afbeelding die:

o clke P/n € ¥,.cq op een relatie Rp C D™ afbeeldt. We noemen Rp de interpretatie
van P.

o clke F/m € Xjyn. op een functie Gp C D™ — D afbeeldt. We noemen Gp de
interpretatie van F'.

We noemen een X-structuur I eindig als D eindig 1s.

We hebben enkel nog een interpretatie voor de variabelen nodig, voor we de semantiek
kunnen definiéren.

Definitie 1.11. Een variabele-interpretatie w voor I (X-structuur) is een afbeelding die
elke © € Yo op een d € D afbeeldt. Aangezien het voor elk element in het vocabularium
duideligk is, of we het moeten interpreteren met I, of met w noteren we Iw wvoor de
afbeelding vanuit > die elk element interpreteert. We noemen deze afbeelding dan ook
kortweg de interpretatie.

We gebruiken nu deze structuur opnieuw om een relatie te construeren voor alle termen
en formules, zoals we bij propositielogica gedaan hebben. Eerst doen we dit voor termen
(met ty,...,t, bedoelen we termen, en met x een variabele in X):

Tw(z) = w(z)
Tw(F(ty,...,tn) = Gr(lw(ty),. .., Iw(t,))

Voor formules definiéren we de relatie Iw F ¢ die we kunnen lezen als “p is waar in [, als
we de variabelen interpreteren volgens w”. We doen dit opnieuw recursief (we bedoelen

3Gegeven een formule ¢[r] met vrije variabele x, en een domein D = {dy, ..., d,} (domeinelementen),
dan noteren we ¢[z] met x vervangen door d; als ¢[z/d;].



HOOFDSTUK 1. VOORBESCHOUWING 9

met t1,...,t, termen en met p, 1, Ps, ... formules).
IwE P(ty,...,t,) als (Tw(ty), [w(ta), ..., [w(t,)) € Rp
Fity =t als Tw(ty) = Tw(ts)
F - als Tw ¥ ¢
F 1 A als Tw F @1 en Tw E @
F oV als Tw E 1 of Tw FE g
F Va(p) als Iwlz/d] F ¢ voor alle d € D
F 3z (p) als er een d € D bestaat zodat Iw[x/d] F ¢,

We noemen Jw een model voor ¢ als Jw F ¢. Merk op dat voor een formule ¢ zonder vrije
variabelen, geldt dat het waar zijn in een interpretatie, onathankelijk is van de variabele-
interpretatie. We zeggen dan ook dat ¢ waar is in I, dus I F ¢, en bij uitbreiding dat [/
een model is voor een theorie T als elke zin in 7 waar is in 1. We noteren dit als I E T.
We misbruiken deze notatie soms voor twee theorieén 77 en 7T, door T; F T te schrijven,
waarmee we bedoelen dat elk model voor 77 ook een model is voor 7T

Net zoals bij propositielogica bestaan er voor formules in eerste-ordelogica verschillende
normaalvormen, we definiéren drie vaak gebruikte vormen?:

Definitie 1.12. Een eerste-ordeformule ¢ is in Negatie Normaalvorm (NNF) als
elk negatie symbool in ¢ enkel voorkomt vlak voor een atomische formule.

Definitie 1.13. Een eerste-ordeformule ¢ is in Conjunctieve Normaalvorm (CNF)
als ¢ geschreven is als

Q1x1, Qaa, . .. 7Qn$nwl[$l7 e aan

met Q1,Qa, ..., Q, kwantoren, V'|xy, ..., x,] kwantorvrij, en 1’ een conjunctie van dis-
jJuncties van atomische formules is.

Definitie 1.14. FEen eerste-ordeformule ¢ is in Disjunctieve Normaalvorm (DNF)
als ¢ geschreven is als

Qll‘l? Q2x27 s 7Qn$nw,[‘r17 s al‘nL

met Q1,Qa, . ..,Qn kwantoren, ' [xy, ..., x,] kwantorvrij, en ¢’ een disjunctie van con-
jJuncties van atomische formules is.

We hebben voor eerste-ordelogica ook een tegenhanger van definitie 1.3:

Definitie 1.15. We noemen een eerste-ordeformule ¢ satisfieerbaar, als er een struc-
tuur I en een variabele-interpretatie w bestaat zodat ¢ waar is in I, met de variabelen
geinterpreteerd door w. We noemen ¢ een tautologie als p waar is voor elke structuur 1
en elke variabele-interpretatie w. FEen eerste-ordetheorie T noemen we satisfieerbaar als
er een T -model V' bestaat.

400k voor eerste-ordelogica geldt dat CNF en DNF sterkere normaalvormen zijn dan NNF.
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1.1.3 Uitbreidingen op eerste-ordelogica

In dit hoofdstuk bekijken we ten slotte nog enkele uitbreidingen op eerste-ordelogica.
Sommige uitbreidingen zijn eerder praktisch van aard, zoals bijvoorbeeld het invoeren
van aritmetiek, en brengen niets bij aan de expressiviteit van eerste-ordelogica. Andere
uitbreidingen zijn fundamenteler, en voegen essentieel iets toe aan eerste-ordelogica, zoals
bijvoorbeeld inductieve definities.

Aritmetiek Het toevoegen van aritmetiek is een uitbreiding van het eerste type. Deze
uitbreiding brengt niets bij aan de expressiviteit van de logica, maar het is daarom niet
minder zinvol om de uitbreiding toe te voegen. In het begin van hoofdstuk 1.1.2 hebben
we vermeld dat het ook belangrijk is voor een logica om leesbaar te zijn, dat er een
duidelijk verband is tussen de formele en de informele semantiek. Als we nu iets willen
uitdrukken over aritmetiek, dan willen we bijvoorbeeld niet telkens opnieuw een functie
moeten definiéren die twee variabelen afbeeldt op hun som. We willen dat dit ingebouwd
zit in de logica, zodat we dit altijd onmiddellijk kunnen gebruiken. We gaan hier niet
dieper in op de precieze inbedding van aritmetiek in eerste-ordelogica. In de inleiding
van hoofdstuk 4.3.1 doen we dit wel, en bewijzen we ook enkele eigenschappen die ons
vertellen dat de functies en predicaten die we introduceren om de aritmetiek weer te geven
zich ook gedragen zoals we gewoon zijn.

Getypeerde eerste-ordelogica We kunnen voor predicaten, functies en variabelen in
FO, types definiéren. Daarmee kunnen we het domein van argumenten vastleggen op een
deelverzameling van het volledige probleemdomein. We definiéren deze types door een
nieuwe verzameling ¥, = {s1, $2,...} van types aan ons vocabularium toe te voegen.
We definiéren dan predicaten als

Epred = {P1(31,1, 51,25 - - -), P2(82,1, 52,2, - - -), o }

en functies als

Efunc = {F1(51,17 51,2, - - ) © 81, F2(52,1, 52,2, - - ) $ 82, }

Hierbij geeft elke s;; € ¥4ype, het verwachte type aan, en s; € ¥y, geeft het type aan
dat de functie teruggeeft >. Een structuur en variabele-interpretatie gaan we analoog
herdefiniéren, door bij de structuur elk type s op een niet-lege verzameling D, af te
beelden. We noemen dan D, het domein van s. De interpretatie van een predicaat
P(s1,...,sy,)is dan niet langer een deelverzameling van D", maar van Dy, X Dy, X+ --X Dy, .
Analoog passen we de interpretaties voor variabelen en functies aan. We noteren deze
uitbreiding van FO als FO[Type]®.

5Alle variabelen hebben ook een eigen type, maar om notationele redenen schrijven we er dit niet
altijd bij. We spreken af dat we dit kunnen opvragen met een afbeelding type(z).

6We gaan vanaf nu altijd deze variant van FO gebruiken (met de aanpassing van de subtypes). Dus
verder wordt met FO altijd FO[Type] bedoeld. De aangepaste definities van FO[Type] en zijn structuur
en interpretaties worden uitgewerkt in bijlage A
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Geordende Getypeerde eerste-ordelogica De uitbreiding van hierboven kunnen we
nog verder uitbreiden, namelijk met het idee van subtypes. Stel dat we de een getallensys-
teem willen modelleren, dan hebben we verschillende types nodig, zoals R, Q, Z en N. Met
de hierboven voorgestelde uitbreiding kunnen we niet modelleren dat een natuurlijk getal
ook een geheel, rationaal en reéel getal is, aangezien een type uniek is. Door het intro-
duceren van subtypes kunnen we deze opmerking al deels tegemoetkomen. We definiéren
types zoals hierboven, maar met de opmerking dat types hiérarchisch gestructureerd zijn.
Een rationaal getal kunnen we dan bijvoorbeeld automatisch ook bekijken als een reéel
getal.

Aggregaten Aggregaten zijn functies op hele verzamelingen, zoals bijvoorbeeld het
berekenen van de kardinaliteit, of het maximum van een verzameling getallen. We noteren
FO met aggregaten als FO[Agg].

Inductieve definities Inductieve definities maken het mogelijk om een interpretatie
van een element volledig te specificeren. Gewone eerste-ordelogica veronderstelt dat een
element wat niet expliciet gespecificeerd wordt, zowel waar als onwaar kan zijn. Een
inductieve definitie daarentegen, kunnen we wel gebruiken om de interpretatie voor dat
element volledig te specificeren. Alles wat kan worden afgeleid uit de definitie is waar, en
al de rest is onwaar. Eerste-ordelogica is normaal niet in staat om bijvoorbeeld concepten
zoals de eindigheid van een universum, of eindigheid van een graaf uit te drukken, als
gevolg van de compactheidsstelling ([End72])7. We noteren FO uitgebreid met inductieve
definities als FO[ID] ([DT04]).

FO(.) Dit is niet zozeer een nicuwe uitbreiding, maar een verzamelnaam voor alle uit-
breidingen die we zojuist gedefinieerd hebben, ingevoerd door [Wit10]. De - in FO(.),
staat voor de veralgemening van [Agg], [ID], [Type], ...uit de vorige uitbreidingen.

1.2 Kennisrepresentatie

Al deze logicas en uitbreidingen daarop zijn dan wel erg mooie wiskundige structuren,
maar ze zijn eigenlijk veel meer dan dat. Hoe abstract ze ook zijn (of lijken) op het eerste
zicht, ze kennen wel degelijk een heel toepassingsgebied. Het vakgebied van de kennisre-
presentatie houdt zich bezig met het voorstellen van kennis op een manier die voor zowel
mens als computer verstaanbaar is. Deze kennis kan dan door mensen aan computers wor-
den gegeven, en de rekenkracht van computers kan dan gebruikt worden om te redeneren
met deze kennis. Voor kennisrepresentatie is dus een taal nodig om de kennis weer te ge-
ven, en een inferentiesysteem dat kan redeneren met deze taal. We herkennen natuurlijk
meteen de eigenschappen van een logica in de vereisten voor kennisrepresentatie.

"Voor een bewijs van deze bewering, zie (onder andere) [Lib04].
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Een eerste mogelijkheid van een taal die we kunnen gebruiken voor kennisrepresentatie
zou de eerste-ordelogica kunnen zijn, met daarbij de hierboven beschreven semantiek.
Dit zou inderdaad perfect kunnen werken, maar we hebben hierboven ook verschillende
beperkingen ontdekt op het vlak van expressiviteit of van leesbaarheid. In de praktijk wor-
den daartoe vaak allerlei uitbreidingen van eerste-ordelogica gebruikt. De uitbreiding die
hierboven geconstrueerd werd (FO(.)), wordt bijvoorbeeld gebruikt in het IDP-systeem,
ontwikkeld door de onderzoeksgroep KRR (Knowledge Representation and Reasoning)
van het departement Computerwetenschappen aan de KU Leuven ([MWDO06]). Het IDP-
systeem wordt verder besproken in hoofdstuk 3.1.2.

Een eerste specifieke manier om te redeneren, in het vakgebied van de kennisrepresentatie,
is modelgeneratie. Gegeven een vocabularium X, een domein D = Dy X --- X D,, en
een theorie T, zoeken we een model dat aan deze theorie voldoet, in het geval dat dit
bestaat. Informeel wil dit dus zeggen, dat we een beschrijving D van een situatie X
hebben (bijvoorbeeld een verzameling studenten, docenten, vakken en lokalen), en een
aantal voorwaarden T (er kunnen bijvoorbeeld geen twee lessen tegelijk in hetzelfde lokaal
doorgaan), waarbij we dan een model zoeken waar aan alle voorwaarden voldaan wordt
(een lessenrooster).

Meer formeel:

Definitie 1.16. Gegeven een eerste-ordetheorie T over een eindig vocabularium . Het
zoeken van een model M voor T over ¥ noemen we modelgeneratie.

Een tweede gelijkaardige manier van redeneren, noemen we modelexpansie. Het is ge-
lijkaardig aan modelgeneratie, maar we hebben al een deel van een model, wat we willen
uitbreiden tot een volledig model voor de theorie (dus stel dat er al gegeven is dat op
maandagvoormiddag Algebra I moet gegeven worden in lokaal 05.23). We kunnen dit ook
formeel definiéren:

Definitie 1.17. Gegeven een eerste-ordetheorie T over een eindig vocabularium X. Zij
dan o C X, en I een interpretatie voor o. Het zoeken van een model M wvoor T over %,
zodat de beperking van M tot o geligk s aan I, noemen we modelexpansie. We noemen
I de inputstructuur.

Opmerking: We definiéren de relatie C (deelvocabularium van) tussen twee vocabularia
(o0 C 3) van een eerste-ordetheorie iets anders dan men zou verwachten. We zeggen dat

een vocabularium o C ¥ als 0yer C Xpar, Tpred C Lpreds O fune C 2 func €1 (1) Trype L iype-
Dit doen we onder andere zodat bij modelexpansie voor elk type het domein volledig wordt
bepaald door de inputstructuur. Een andere reden is dat we anders ook niet zomaar
deelverzamelingen van bijvoorbeeld de predicaten mogen nemen, omdat er predicaten
kunnen inzitten die types gebruiken die niet in o zitten.

In hoofdstuk 3.1 gaan we dieper in op modelexpansie- en modelgeneratieproblemen, we
bekijken daar ook de specifieke werking van een modelexpansiealgoritme.
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1.2.1 Voorbeelden

Gedurende deze thesis zullen we enkele voorbeelden voor modelexpansie en -generatie,
enkele keren hergebruiken. Deze voorbeelden worden hier gedefinieerd en uitgewerkt.

Voorbeeld 1.2. Een battleship puzzel bestaat uit een rooster met n x n vakjes, en een
aantal schepen die we op dit rooster willen plaatsen (vocabularium ¥). Hierbij krijgen
we als voorwaarden voor elke rij/kolom een nummer wat voor elke rij/kolom het precieze
aantal scheepsstukken op deze kolom voorstelt. Daarnaast is er ook nog de regel dat 2
schepen elkaar niet horizontaal, verticaal of diagonaal mogen raken (theorie 7). Er kan
al een deel van de oplossing gegeven worden, in de zin van geplaatste scheepsstukken of
getekende zeeén (interpretatie I voor deelvocabularium o). De puzzel wordt dan opgelost
door voor elke vakje te beslissen of het vakje water bevat of een stuk schip, en dat tweede
geval, welk stuk van welk schip (model M voor ). Een voorbeeld van een battleship
puzzel zien we in figuur 1.1.

Voorbeeld 1.3. Een sudoku-puzzel is natuurlijk een veel bekender voorbeeld van een
modelexpansie-probleem. Gegeven een rooster van 9 x 9 vakjes, ingedeeld in 3 x 3 blokken
van elk 3 x 3 vakjes, is het de bedoeling om in elk vakje exact een nummer van 1 tot 9 in
te vullen. Hierbij moet aan de volgende regels voldaan worden:

e Elk blok in het rooster moet elk nummer exact één keer bevatten
e Elke rij in het rooster moet elk nummer exact één keer bevatten

e FElke kolom in het rooster moet elk nummer exact één keer bevatten

Er worden ook altijd al een aantal vakjes ingevuld, waarmee de puzzel verder opgebouwd
kan worden. In figuur 1.2 zien we een grafische voorstelling van een sudoku.

Informeel is dit probleem in enkele zinnen gespecificeerd, maar als we het willen laten
oplossen door een computer, moeten we het probleem ook formeel specificeren. Bij wijze
van voorbeeld zullen we dit doen voor de sudoku-puzzel. We gebruiken hiervoor de uit-
gebreide versie van eerste-ordelogica (FO(.)). We moeten dus een vocabularium, deelvo-
cabularium, theorie en inputstructuur definiéren.

Het vocabularium voor een sudoku is

= {Supe: Lpred 2 funcs Svar |
{{B, Row, Column, Number},
{Given(Row, Column, Number), Solution( Row, Column, Number)},
{Block(Row,Column) : B},{}}

(1.8)

Hierin is Solution(Row, Column, Number) een predicaat dat zegt dat Number op rij
Row en kolom Column staat. Het predicaat Given(Row, Column, Number) zegt eigenlijk
hetzelfde, maar we gebruiken dit predicaat om de beginvoorwaarden te geven. De functie
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Block(Row, Column) : B beeldt een vakje af op het blok waar het zich in bevindt. Zij
dan

o = {{Row, Column, number},
{Given(Row, Column, Number)}, (1.9)
{Block(Row, Column) : B},{}}

een deelverzameling van Y, en laat [ een interpretatie zijn voor o. Dit wil eigenlijk
zeggen dat we een domein hebben voor B, Row, Column en Number (in een stan-
daard sudoku is dit voor alle vier [1..9] C N).We hebben ook al een interpretatie voor
Given(Row, Column, Number) en Block(Row,Column) : B. De theorie T bestaat dan
uit volgende zinnen:

Va,y, z(Given(z,y, z) = Solution(x,y, z)) (1.10)
Ve, y(3z(Solution(x,y, z))) (1.11)
Va, z(3ly(Solution(z,y, z))) (1.12)
Yy, z(Jlz(Solution(z,y, 2))) (1.13)
Vb, z(3'z, y(b = Block(x,y) A Solution(z,y, z))) (1.14)

Het model I voor ons deelvocabularium bestaat dus uit een interpretatie voor de types
en het Given-predicaat.

I(B) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

I(Row) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}

I(Column) ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
I(Number) ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

I(Given(Row, Column, Number) = {(1,1,3),(1,3,9),(1,4,8),(1,5,7),(1,9,4),
2,6,5),(2,9,8
3,1,8),(3,2,7), (
4,1,1),(4,3,4), (4,

5,4,7),(

) (
) (
) (
) (

(2,

( )
(

(

(6,1,7),

(

(

(

),
), (3,4,4),
), (4,4,5), (4,5,8), (4,9,3),
),
), (6,6,4),(6,7,1),(6,9,5),
7,6,9), ), (7,9, 1),
8,1,9), )
),(9,6,7

9,1,4),

Y (

,(9,6,7),(9,8,2),(9,9,6)}

Modelexpansie voor deze theorie, komt dus neer op het zoeken van een interpretatie M
(invullen van nummers in de vakjes), dat voldoet aan de theorie T (de regels van sudoku),
en waarvoor M beperkt tot o gelijk is aan I (voldoet aan de beginvoorwaarden).
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Hoofdstuk 2

Binary Decision Diagrams

2.1 BDDs in propositielogica

2.1.1 Binary Decision Trees

We kennen verschillende normaalvormen voor een formule. De meest gekende en meest
gebruikte normaalvormen zijn de conjunctieve en de disjunctieve normaalvorm (CNF en
DNF)!. Gegeven een propositionele formule F', willen we vaak weten of F' een tautologie
is, en zo nee, of ' dan satisfieerbaar! is. Het oplossen van deze problemen is niet altijd
zo vanzelfsprekend. Voor een formule in conjunctieve normaalvorm is het beslissen of
de formule een tautologie is, mogelijk in polynome tijd, maar beslissen of de formule
satisfieerbaar is, is een NP-compleet probleem ([Coo71]). Voor een formule in disjunctieve
normaalvorm is het niet veel beter, daar is het beslissen van de satisfieerbaarheid mogelijk
in polynome tijd, maar beslissen dat de formule een tautologie is, is voor zo’n formule
dan weer een co-NP-compleet probleem ([Coo71]).

Definitie 2.1. (We schrijven a — b, ¢ als afkorting voor (a Ab) V (ma Ac), en we kunnen
het lezen als If a Then b Else c.) Een formule in propositielogica in If-Then-Else
Normaalvorm (ITE-normaalvorm) over een vocabularium %, is van de vorm:

¢, = f (false)
t (true)
T — ¢, (waarbij x € X)

Voor we deze vorm een normaalvorm mogen noemen, moeten we natuurlijk wel bewijzen
dat elke formule in deze vorm geschreven kan worden.

Propositie 2.1. Elke propositionele formule kan geschreven worden in ITE-normaalvorm.

Woor de definitie zie hoofdstuk 1.1
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Bewijs. Neem een formule F', we bewijzen de propositie per inductie op het aantal vari-
abelen in F'. Stel dus om te beginnen dat F' geen variabelen bevat, dan is F' equivalent
met een formule van de vorm f of t, en dus trivialerwijze in I[TE-normaalvorm. Stel dan
dat F' meerdere variabelen bevat, en zij x één van die variabelen. Dan is het duidelijk dat
F' equivalent is met

x — F[t/x], F[f/z], (2.1)

waar me met Fla/z|, F met x vervangen door a bedoelen. Nu geldt dat F[t/z] en
F[f/x] minder variabelen bevatten dan F, en dus wegens de inductichypothese in ITE-
normaalvorm te schrijven zijn. Hier volgt rechtstreeks uit wat we moesten bewijzen,
namelijk dat F' in [TE-normaalvorm te schrijven is. [

Merk op dat dit bewijs ook een methode geeft om deze vorm te vinden. Vergelijking (2.1)
noemen we de Shannon uitbreiding([Bry86]) van F' voor z.

Deze INF-normaalvorm, bevat duidelijk een binaire boomstructuur. We kunnen een for-
mule in INF-normaalvorm x — s,t (s,¢ termen in INF-normaalvorm) als een boom voor-
stellen, waarbij x de wortel is, en s en t de 2 kinderen. Deze binaire boomstructuren
noemen we binaire beslissingsbomen (BDT, “Binary Decision Trees”). Ter ver-
duidelijking wordt het omzetten naar een INF-normaalvorm en het tekenen van een BDT
met een voorbeeld geillustreerd in figuur 2.1. In de tekening zien we dat we de “else-tak”
(of falsetak) voorstellen met een stippellijn, en de “then-tak” (of truetak) met een volle
lijn. Dit doen we per conventie, voor de duidelijkheid.

ifl x
A (yVz) el
Formule die we willen omzetten else . then
x— (yVz),f
Alsx=t, geldt t N(yV z)=(yV=2) f ity
Alsx =1, geldt £ N (yV z) =1 o
r— (y —>t,2),f e/sevz' then
Alsy=t,x=t, geldt (tVz)=t [ R
Alsy=f,x=t, geldt (fVz)==z .
= (y—t,(z—t,),f
Alsz=t,y=Ff,x=t, geldt (fVt)=t else, then
Alsz=fy=Ff x=t, geldt (fVE)=f f t

Figuur 2.1: Het opbouwen van een BDT voor z A (y V z)
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2.1.2 Van BDT naar BDD

Hoewel de weergave van een formule zoals in figuur 2.1 erg overzichtelijk is voor mensen, is
deze minder ideaal voor een computer. Als je een BDT in het geheugen van een computer
moet opslaan, kan deze erg veel geheugen innemen, hoewel dit vaak niet nodig is. Als de
boom 2 deelbomen heeft, die isomorf zijn, dan is het voor een computer veel efficiénter
qua geheugengebruik, als we deze deelboom maar één keer opslaan in het geheugen. In
plaats van de boom te kopiéren, kunnen we er dan twee keer naar verwijzen. Dat dit veel
geheugen kan besparen zien we bijvoorbeeld in figuur 2.2. In figuur 2.2a staat een grote
BDT, terwijl de boom in figuur 2.2b dezelfde formule voorstelt, maar al duidelijk veel
kleiner is. Een BDT zoals die in figuur 2.2b die geen twee verschillende deelbomen heeft
die isomorf zijn, noemen we een gedeelde BDT.

X X
.° .- -7 X 1
.’ * 1
[ V: :
y F
.- ' y y !
a ! ' ' vV v
D V l'
z z z z & z
" " " 1 '
v v v < X
t f t f t f f t || f t f
(a) BDT (b)  Gedeelde (c) Gedeelde en
BDT gereduceerde
BDT

Figuur 2.2: Het delen en reduceren van BDT’s

We zien nu in figuur 2.2b de deelboom y — (2 — t,f),(z — t,f) staan, en het is
duidelijk dat deze formule equivalent is met, z — t,f. We kunnen deze boom dus verder
vereenvoudigen door y — (z — t,f), (z — t,f) te vervangen door z — t,f, en zo krijgen
we de boom in figuur 2.2c. Deze is weer kleiner, en overzichtelijker. Deze aanpak kunnen
we rechtstreeks veralgemenen voor elke knoop met 2 identieke kinderen in een boom. Stel
dat we een boom hebben met wortel z, van de vorm = — 1,1 (waarbij ¢» ook een BDT
voorstelt), dan kunnen we deze boom vervangen door de BDT . Een BDT die geen
knopen bevat met identieke kinderen, noemen we een gereduceerde BDT.

Deze twee opmerkingen brengen ons bijna bij de definitie van een BDD. We hebben nog
één notie nodig, voor we BDDs kunnen definiéren. We introduceren eerst nog het concept
van een ordening op BDT’s. Met een geordende BDT, bedoelen we een BDT waar er
een ordening op de knopen bestaat, waarbij z < y betekent dat x altijd boven y staat in
de boom. We definiéren nu een BDD als een gedeelde, gereduceerde en geordende BDT.
Meer formeel komen we tot deze definitie ([And97]):
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Definitie 2.2. Fen BDD is een gerichte acyclische graaf, met 1 initiéle, en 1 of 2 termi-
nale knopen, waarvoor geldt dat:

e De terminale knopen hebben labels(=naamgeving van de knopen) f en/of t, en de
andere knopen hebben een variabele als label.

o Alle knopen buiten de terminale knopen hebben 2 uitgaande bogen, met elk een label.
Eén van de bogen heeft een then-label, terwijl de andere een else-label heeft.

e FEr bestaat een lineaire orde x1 < xy < ... < x, op de variabelen, die op elk pad
doorheen de graaf gerespecteerd wordt.

o [Lr bestaan geen 2 knopen die dezelfde variabele als label hebben, en dezelfde kinderen

hebben.

o [Er bestaat geen knoop die 2 identieke kinderen heeft.

Merk op dat de beperkingen die we op de BDT’s hebben doorgevoerd om BDDs te verkrij-
gen niets veranderen aan de expressiviteit ervan, wat geeft dat elke propositionele formule
door een BDD weergegeven kan worden. Deze bewering wordt bewezen in stelling 2.1. De
beperkingen hebben daarentegen zelfs een heel interessant gevolg, het blijkt dat BDDs
een canonieke vorm zijn voor propositielogica:

Stelling 2.1 ([And97]). Voor elke propositionele formule ¢ bestaat er exact één equiva-
lente BDD met variabele-ordening r1 < xo < ... < x,.

Bewijs. We bewijzen deze stelling per inductie op het aantal variabelen in ¢. Als ¢ geen
variabelen bevat, zijn er 2 mogelijkheden, ofwel is ¢ de constante formule true en is t de
enige BDD die ¢ voorstelt, ofwel is ¢ de constante formule false, en f de enige BDD die
© voorstelt.

Stel dan dat de stelling geldt voor n variabelen. Neem dan ¢ een formule met n + 1
variabelen 7 < 29 < ... < x, < 11, dan moeten we bewijzen dat er een unieke BDD
bestaat die ¢ voorstelt. Definieer nu ¢y = ¢[f /x1] en ¢y = p[f/z1]. Er bestaan dan wegens
de inductiehypothese unieke BDDs B, en B; die respectievelijk 1)y en 1/ weergeven.

Stel om te beginnen dat By = Bj, dan geldt dat B = By = B de enige BDD is die ¢
weergeeft. Inderdaad, stel dat er een andere BDD C' bestaat die ¢ weergeeft. Als C' de
variabele x; niet bevat, dan is C' ook een BDD voor 1. Wegens de inductiehypothese
geldt dus dat B = C'. Als C' de variabele x; wel bevat, moet deze vanwege de ordening
helemaal vanboven in de wortel staan. Dan geldt dat de truetak onder deze wortel een
BDD is voor ¢[t/z4], en dat deze truetak dus B; is. Analoog geldt dat de falsetak dan de
BDD B, is. Hieruit volgt dan dat de BDD C' niet gereduceerd is, aangezien de true- en de
falsetak onder de wortel gelijk zijn. Dit kan natuurlijk niet, C' kan dus x; niet bevatten,
en er moet gelden dat B=C.

Neem nu aan dat By # By, dan moet gelden dat ¢ afhankelijk is van x, en dat elke BDD
die ¢ voorstelt dus de variabele z; moet bevatten. Uit de ordening op de variabelen volgt
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dan dat die BDD dus de variabele x; als wortel heeft. Analoog aan hierboven kunnen
we dan besluiten dat de truetak van z; dan B; , en de falsetak By moet zijn. Dit wil
dus zeggen dat onze wortel eenduidig vastligt, en de twee takken van deze knoop liggen
evenzeer eenduidig vast wegens de inductiehypothese. Dit bewijst dan de stelling. O]

Deze stelling heeft nog een zeer interessant gevolg. Er bestaat namelijk maar één BDD
die een tautologie voorstelt, namelijk de BDD t. Als we dus een formule ¢ met BDD B
hebben, die niet f is, weten we dus al dat ¢ satisfieerbaar is, aangezien een formule 1)
satisfieerbaar is, als en slechts als =) geen tautologie is.

2.2 BDDs voor Predicatenlogica

2.2.1 FOBDDs

We veralgemenen nu de notie van BDDs voor formules in eerste-ordelogica. We moeten
dus onze BDDs zo aanpassen, dat er met kwantoren kan omgegaan worden. We gaan dit
proberen op een natuurlijke manier uit te breiden, maar dan moeten we wel een oplossing
vinden voor het gebruik van kwantoren. We gaan de kwantoren eigenlijk behandelen als
“black box”, met daarin een BDD voor de formule in de scope van de kwantor. Om dit
duidelijker te maken hebben we eerst notie van kernen nodig:

Definitie 2.3. Fen kern is een formule in eerste-ordelogica, van volgende vorm:

K:= ¢ met ¢ een atomische formule

Jz(v) met x een variabele, en ¥ € Lyo

We merken op dat we een eerste-ordeformule kunnen definiéren als een propositionele
combinatie van kernen, als we eerst elke deelformule van de vorm V(¢) vervangen door

~(32(=9)).

Deze definitie maakt al veel duidelijker wat we bedoelen, we kunnen nu een duidelijk ver-
band zien tussen propositionele formules en eerste-ordeformules gedefinieerd met kernen.
Een propositionele formule is een propositionele combinatie van propositionele variabelen,
en een eerste-ordeformule is een propositionele combinatie van kernen.

Stel nu dat we een eerste-ordeformule ¢ hebben, waar een FOBDD voor willen opstellen,
dan kunnen we elke kern vervangen door een propositionele variabele K;. Dan hebben we
dus wegens de opmerking hierboven een propositionele formule, waar we een BDD voor
kunnen opstellen. In die BDD gaan we dan alle propositionele variabelen terug proberen
om te zetten naar de bijhorende kern. De kern horende bij K; heeft één van de volgende
twee vormen:

e Het is een atomische kern, dan kunnen we K; vervangen door deze atomische for-
mule.
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Ix
P(x)

P(y)

Figuur 2.3: EFOBDD voor
Jz(P(x) AVy(P(y)))

e Het is een kwantificatiekern, dan moeten we eerst op analoge manier een BDD
opstellen voor een formule binnen de kwantificatie. Als dit gebeurd is, hebben we
een FOBDD voor de formule binnen de kwantificatie. Hier zetten we tenslotte terug
een kwantificatie rond (zie figuur 2.3), om de uiteindelijke knoop te krijgen zoals die
in onze FOBDD zal staan.

We definiéren een eerste-orde-BDD formeel:

Definitie 2.4. Een eerste-orde-BDD (FOBDD) is een gerichte acyclische graaf, met
1 initiéle, en 1 of 2 terminale knopen, waarvoor geldt dat:

e De terminale knopen hebben labels f en/of t.
o Alle knopen buiten de terminale knopen hebben 2 uitgaande bogen.

o Alle knopen buiten de terminale knopen hebben als label ofwel een atomische formule,
ofwel een kwantificatiekern.

o [Lr bestaat een lineaire orde K1 < Ky < ... < K, op de kernen, die op elk pad
doorheen de graaf gerespecteerd wordt.

o [Er bestaan geen 2 knopen die hetzelfde label, en dezelfde kinderen hebben.
o [Er bestaat geen knoop die 2 identieke kinderen heeft.

e Bij alle knopen waar het label bestaat uit een kwantificatiekern, is het label de vorm
Ax(¢), waarbij ¢ zelf een eerste-orde-BDD wvoorstelt.

Merk op dat we een FOBDD of een knoop hiervan nog steeds als een formule in eerste-
ordelogica kunnen beschouwen, we kunnen namelijk elke FOBDD één op één mappen op
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een geordende en gereduceerde eerste-orde BDT (FOBDT)?, en een FOBDT is een formule
in eerste-ordelogica. Meer nog, een FOBDT is een normaalvorm voor eerste-ordelogica,
zoals blijkt uit volgend resultaat:

Propositie 2.2. Voor elke eerste-ordeformule p bestaat een equivalente FOBDD.

Bewijs. We bewijzen deze propositie per inductie op het aantal kwantoren. Als ¢ geen
kwantoren bevat, is het dus een propositionele formule, en volgt het te bewijzen dus
rechtstreeks uit propositie 2.1. Stel dus dat ¢ n kwantoren bevat, dan kunnen we ¢
schrijven als een booleaanse combinatie van kernen, wegens de opmerking in definitie
2.3. Noem deze kernen ¢y, ..., pg. Stel zonder verlies van algemeenheid dat o1, ..., ;1
atomische formules zijn, en dat ¢, ..., @ gekwantificeerde formules zijn. Schrijf dan dat

i = (3z(¢))

or = (3z(Yr))

Dan geldt dat alle ¢; (j = i..k) maximaal n — 1 kwantoren bevatten, en er dus voor elke
1; een equivalente FOBDD B; bestaat.

Hieruit volgt dan dat we elke ¢;, ..., ¢, kunnen vervangen door een knoop met een kwan-
tificatiekern als label, en elke 1, ..., ;1 door een knoop met een atomische formule als
label. Gebruikmakend van de Shannon-uitbreiding in propositie 2.1 kunnen we dan een
FOBDT voor ¢ opstellen, en deze vervolgens vereenvoudigen tot een FOBDD. O]

Jammer genoeg kunnen we geen veralgemening formuleren van stelling 2.1. Dit is na-
tuurlijk geen verrassing, aangezien dit zou betekenen dat we beslissingsprocedure zouden
gevonden hebben voor de volledige eerste-ordelogica. Dit kan natuurlijk niet, aangezien
eerste-ordelogica onbeslisbaar is ([BBJ02]). We zien wel in de praktijk wel dat in veel
gevallen toch vaak dezelfde bomen zien voor equivalente formules. We willen dit ook zo
goed mogelijk benaderen, omdat dit één van de interessante punten aan BDDs was. We
gaan dieper in op dit probleem in hoofdstuk 3.2.

2.2.2 Opstellen van FOBDDs in de praktijk

De manier waarop we BDDs geintroduceerd hebben in hoofdstuk 2.1.2 (meer specifiek in
propositie 2.2), geeft ons ook een algoritme om een eerste-ordeformule te vertalen naar een
equivalente FOBDD. Maar dit is in de praktijk echter geen goed idee. Dit zou betekenen
dat we voor elke formule eerst een FOBDT maken, waarin we dan onder andere alle
paren deelbomen zouden moeten vergelijken, om gelijke deelbomen te kunnen vinden.
Een efficiénter plan is om de FOBDDs bottom-up op te bouwen. Hiervoor hebben we
eerst en vooral volgende eigenschap nodig:

2We kunnen een FOBDT gelijkaardig definiéren als een FOBDD, namelijk als een BDT met atomische
formules of existentieel gekwantificeerde BD'T’s als knopen.
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Propositie 2.3. Gegeven twee BDDs By =& — «a, 8, Bo = x — 0, en B3 =& — n, K,
waarvoor & < x dan geldt:

-t=f (2.2)
-f=t (2.3)

By =¢— —a,f (2.4)
Jz: By =3Jz[§ = o, 5] — t,f (2.5)
Vo : By = 3z — —a,f] = £t (2.6)
BiANBy =& — (aABy), (BN By) (2.7)
BV By =¢— (aV Bsy),(6V By) (2.8)
BiANB3=&— (aAn), (BAK) (2.9)
BiVB3;=¢— (aVvn),(BVEk) (2.10)

Bewijs. Gevallen (2.2), (2.3), (2.5) en (2.6) zijn triviaal, en de bewijzen voor gevallen
(2.8), (2.9) en (2.10) zijn allemaal analoog aan het bewijs voor (2.7).

We bewijzen dus enkel (2.4) en (2.7).

o (2.4):
-B) =-(§ — a,p) (2.11)
=(Ena) vV (=EAP)) (2.12)
= (=€ V=a) A(EV =P)) (2.13)
= (2§ V=) A(EV =B) A (marV =) (2.14)
= (VAN (FEV ) A(EV 2P) A (marV =f)) (2.15)
= (€A =) V (=€ A =p)) (2.16)
=& — a,f (2.17)

Waarbij (2.14) geldt omdat (=€ V =) A (£ V =8) = (-a V =)

e (2.7): We gaan bewijzen dat By A By equivalent is met £ — (a A Bs), (B A By). We
bewijzen eerst dat By A By = £ — (a A By), (B A By). Stel dus dat By A By waar is,
dan zijn By en By dus beide waar.

— Als dan £ waar is, dan geldt ook «, en dus ook o A By. Hieruit volgt dan dat
natuurlijk dat & — (a A By), (8 A Bs) geldt.
— Analoog, als £ onwaar is, dan geldt dat 3, en dus ook 3 A By waar is. Hieruit
volgt dan dat opnieuw dat & — (o A Bs), (8 A By) geldt.
Stel nu dat £ — (a A By), (8 A By) waar is.
— Als € waar is, geldt a A By. Omdat a A€ geldt, en By waar is volgt dat By A B
geldt.

— Als € onwaar is, geldt 8 A By. Omdat S A =¢ geldt, en By waar is volgt dat
B1 N BQ geldt
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[]

Gebruikmakend van deze eigenschap kunnen we dus een FOBDD bottom-up opstellen.
We maken eerst voor elke atomische formule A een FOBDD A — t,f, en gebruiken dan
propositie 2.3 om onze FOBDD van binnenuit op te stellen. Telkens we een nieuwe kern
aanmaken, voegen we deze kern toe aan onze volgorde. Op deze manier hebben we altijd
éénduidig een volgorde vastliggen. We werken dit concreet uit met een voorbeeld: het
opstellen van een FOBDD voor x =2A3Ja: (a+1 <z V P(a)).

Voorbeeld 2.1. We willen een FOBDD opstellen voor de formule
r=2Ada:(a+1<azV P(a))

Dit doen we in vier stappen (deze stappen worden visueel weergegeven in figuur 2.4):

e In de eerste stap, maken we voor elke atomische formule A een FOBDD A — t,f.
We bekomen zo dus drie FOBDDs. Dit is er dan één voor x = 2, één voor P(a)
en één voor a + 1 < x. We kiezen daarbij ook meteen de volgorde, namelijk dat
volgnr(x = 2) < wvolgnr(a+1 < x) < volgnr(P(a)). Merk op dat we in figuur 2.4a,
de true- en falseknoop drie keer tekenen, maar dit is enkel voor overzichtelijkheid,
er is natuurlijk maar één trueknoop en één falseknoop.

e We stellen nu de FOBDD op voor a +1 < 2V P(a). We zien dat in onze volgorde
a+ 1 < x boven P(a) moet staan. We krijgen dus dat

(a+1<z—t,f)V(Pla)—t,f)
=a+1l<z— (tV(P(a) = t,1)),(fV (P(a) — t,f))
=a+1<z—(t),((Pla) = t,f))

e We maken nu een nieuwe kwantificatickern voor Ja : (a+1 < 2V P(a)). Dit betekent
ook dat we deze toevoegen aan onze volgorde, en dit helemaal als laatste.

e Nu moeten we enkel nog de conjunctie maken van de nieuwe kwantificatiekern met
xr =2 — t,f. Dit is analoog met de eerste stap, met dan natuurlijk de opmerking
dat ¢ At equivalent is met p en o A f met f voor elke formule ¢.
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X=2 X=2
B B
f t f t
a+1l<x
Bl
P(a) a+l<x P(a)
|4 \ B |4
f t f t f t
(a) Stap 1 (b) Stap 2
X=2
B X=2
f t -
?7a "‘ 7a
B ' B
P(a) ' P(a)
v ' v
f t '.‘ f t
K \ 4y \

f t f t
(c) Stap 3

(d) Stap 4

Figuur 2.4: Het Bottom-Up opbouwen van een FOBDD voor z = 2A3a : (a+1 < 2V P(a))



Hoofdstuk 3

Kennisrepresentatie en het
IDP-systeem

3.1 Modelgeneratie en -expansie

3.1.1 Werking van modelexpansie

In hoofdstuk 1.2 hebben we de definities van modelgeneratie en -expansie al gezien. We
bespreken hier hoe we een modelexpansie! kunnen uitvoeren. Gegeven twee vocabularia
0,3, waarbij o C X, een theorie T over ¥ en een eindige interpretatie I van o, zoeken
we een model M voor T over Y, zodat de beperking van M tot o gelijk is aan I. Het
uitvoeren van een modelexpansie kunnen we beschrijven in drie stappen, die we hier kort
overlopen. We gebruiken een simpel voorbeeld om de drie stappen te kunnen illustreren.

Voorbeeld 3.1. We voeren een modelexpansie uit voor Y, o, 7 en I waarbij

Y= {N}LA{P(N), QIN)}{}}
o={{N}L{P(N)},{}}

T = {Va(vy(P(z) vV Q(y)))}
N' ={0,1}

Pt = {0}

De drie stappen voor een modelexpansie zijn dan:

1. In de eerste stap wordt een grounding voor T opgesteld (hoofdstuk 3.1.3). Dit wil
zeggen dat we 7 met eindig domein D 2 omzetten naar een equivalente proposi-
tionele theorie T'. We stellen T’ zo op, zodat alle formules in 7' in conjunctieve
normaalvorm staan.

'En bijgevolg ook een modelgeneratie, aangezien dit een modelexpansie is met lege inputstructuur.
2Bij het uitvoeren kennen we het domein (oftewel de interpretatie) voor alle types, wegens de opmer-
king na definitie 1.16.

27
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Voorbeeld 3.1b. De formule Vz(Vy(P(z) V Q(y))) € T met domein Dy = {0, 1}

kunnen we omzetten naar:
(£(0) v Q(0)) A(P(0) VQ(L)) AP VQO) AP VA()  (3.1)

2. Als tweede stap kunnen we vervolgens hierop onze interpretatie I toepassen, en
de propositiesymbolen waar we een interpretatie van kennen vervangen door t of
f, waarna we de theorie kunnen vereenvoudigen. Dit doen we per formule, door
volgende gekende eigenschappen herhaaldelijk toe te passen:

e VVt=t
e pVI=yp
e pANt=yp
e pNfT =T

Voorbeeld 3.1c. Gegeven formule N7 := {0,1} en P! := {0}, kunnen we formule
(3.1) omzetten naar:

((tVQ0) AtV Q1)) A(EV Q) A(fVQ(1))) (3.2)
En deze formule kunnen we reduceren tot:
Q(0) A Q(1) (3.3)

3. De laatste stap, is dan deze nieuwe theorie aan een SAT-solver meegeven, welke dan
de satisfieerbaarheid van deze theorie bepaalt, en een oplossing geeft in het geval de
theorie satisfieerbaar is.

Voorbeeld 3.1 De formule Q(0) A Q(1) is duidelijk satisfieerbaar, namelijk met
de interpretatiec Q(0) = Q(1) = t. Dit geeft ons dus een model M voor X, zodat
NM ={0,1}, P™ = {0} en Q™ = {0,1}.

Het is duidelijk dat de tweede stap niet zo tijdsconsumerend is. Het meeste werk/tijd
kruipt in het grounden, en het oplossen van het SAT-probleem voor de equivalente pro-
positionele theorie. Als we de efficiéntie van het systeem willen verbeteren, is het dus
belangrijk om dit te doen bij deze twee processen. In de context van deze thesis wordt er
enkel gekeken naar een verbetering in de werking van het groundingsalgoritme.

De manier waarop de modelexpansie hierboven uitgewerkt werd, is de theoretische aanpak,
in de praktijk gebeurt het ongeveer analoog. De manier waarop het IDP-systeem?® de
modelexpansie uitvoert is eigenlijk een optimalisatie van dit algoritme. In IDP gebeuren
bijvoorbeeld stap twee en stap drie tegelijk om de grounding efficiénter te maken.

3zie hoofdstuk 3.1.2
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3.1.2 1IDP

In hoofdstuk 1.2, werd gesproken over het vakgebied van de kennisrepresentatie, waarin
kennis kan gegeven worden aan een computer, die er dan mee kan redeneren. Een com-
puterprogramma hiervoor noemen we een KBS (“knowledge-based system”). Een KBS
is een systeem dat kennis over een bepaald domein kan opslaan en gebruiken om allerlei
opdrachten uit te voeren waarvoor de kennis nodig is, en allerlei conclusies kan trekken
uit deze kennis.

Het IDP-systeem ([MWDO06]) is een KBS dat onder meer bruikbaar is voor het uitvoe-
ren van modelexpansie. Het systeem wordt ontwikkeld door de onderzoeksgroep KRR
(Knowledge Representation and Reasoning) van de afdeling DTAI (Declaratieve Talen en
Artificile Intelligentie) op het departement computerwetenschappen aan de KU Leuven.
Er wordt gebruik gemaakt van FO(.) als invoertaal, een uitbreiding van eerste-ordelogica,
die ook in deze onderzoeksgroep ontwikkeld werd (zie hoofdstuk 1.1.3). De manier van
invoeren is heel gelijkaardig aan de manier waarop wij de problemen in eerste-ordelogica
gespecificeerd hebben in hoofdstuk 1.2.1. Je definieert een vocabularium, een theorie met
dat vocabularium en de logische symbolen uit FO(.) en een structuur. Het systeem
probeert dan deze structuur uit te breiden tot een volledige structuur voor de theorie. Bij
wijze van illustratie zullen we hier het voorbeeld van de sudoku uitschrijven in de invoer-
taal voor IDP. IDP gebruikt een ASCII-versie van de syntax voor eerste orde logica, een
korte vertaling is te vinden in tabel 3.1%.

FO | IDP FO | IDP
= ~ &S | <=>
A & \ !

V | 3 ?
= | => = =
= | <= =+ ~=

Tabel 3.1: Vertaling FO naar ASCII

Voorbeeld 3.2. Sudoku in de IDP-invoertaal:

vocabulary Voc {
type B isa nat
type Row isa nat
type Col isa nat
type Num isa nat
Given (Row,Col,Num)
Solution (Row,Col,Num)
Block (Row,Col):B

theory Sudoku : Voc {
l x y z : Given(x,y,z)=> Solution(x,y,z).

4Dit is een ASCI-versie van de syntax voor eerste-ordelogica, voor meer informatie hierover zie [KUL12)]
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I x y ?1 z Solution(x,y,z).
l x z ?1 y : Solution(x,y,z).
'y z 71 x Solution(x,y,z).
I b z 71 x y : b=Block(x,y) & Solution(x,y,z).
I x y Block(x,y)= ((x-1)/3)*3 + ((y-1)/3) + 1.
+
structure S : Voc {
Row={1..9%}
Col={1..9}
Num={1..9%}
B={1..9}
Given={1,1,3;1,3,9;1,4,8;1,5,7;1,9,4;
2,6,5;2,9,8;
3,1,8;3,2,7;3,4,4,;
4,1,1;4,3,4;4,4,5;4,5,8;4,9,3;
5,4,7;5,6,6;
6,1,7;6,5,3;6,6,4;6,7,1;6,9,5;
7,6,9;7,8,8;7,9,1,;
8,1,9;8,4,3;
9,1,4;9,5,5;9,6,7;9,8,2;9,9,6%}
}

Zoals eerder vermeld, is de werking van IDP bij modelexpansie gelijkaardig aan de me-
thode die hierboven beschreven is. De theorie wordt eerst omgezet in een equivalente
propositionele theorie, met eventueel een aantal extra constructies voor bijvoorbeeld in-
ductieve definities. Vervolgens wordt de propositionele theorie meegegeven aan een ex-
tended SAT-solver. De SAT-solver die gebruikt wordt in IDP, is Minisat-ID. Dit is een
variant op de SAT-solver Minisat [Een04], die uitgebreid werd om met de verschillende
uitbreidingen in FO(.) te kunnen werken.

3.1.3 Grounden

Het grounden van een theorie 7 in eerste-ordelogica, met een eindig domein, is het om-
zetten naar een equivalente theorie in propositionele logica, zoals we gedaan hebben in
voorbeeld 3.1b. Formeel definiéren we grounden als volgt:

Definitie 3.1. Zij ¢ een zin in de eerste-ordelogica, waarvoor we een eindig domein
hebben voor de types van de variabelen in ¢. Dan noemen we het omzetten van ¢ naar
een equivalente propositionele formule ¢’ het grounden van @. De formule ¢’ noemen
we dan de grounding. De grounding van een theorie T moemen we bij uitbreiding de
theorie T' die bestaat uit de grounding ¢’ van elke p € T .

De meest voor de hand liggende manier om een willekeurige theorie te grounden, is exact
de manier waarop we dit gedaan hebben in voorbeeld 3.1b. Deze manier noemen we
volledig grounden, zoals te zien in algoritme 3.1. Het nadeel van deze methode wordt
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Algoritme 3.1: Volledige Grounding
input : Een zin ¢, en een eindig domein D, voor alle variabelen in ¢
output: Een propositionele zin ¢’
1 switch ¢ do
2 case p is (negatie van) atomische formule
3 ‘ return ¢
4 case p = 1 V--- Vi,
5 | return Ground(e1) V Ground(ps) V - - - V Ground(p,)
6 case p = 1 A+ N pn
7 return Ground(ypy) A Ground(ps) A --- A Ground(ey,)
8 case ¢ = V)]
9 G =10,
10 for d € D, do
11 | G := G Uground(yd], D)
12 end
13 return G NGy A --- NG, ; // Waarbij G ={Gy,...,G,}
14 case ¢ = Jxip[x]
15 G =0,
16 for d € D, do
17 | G := G Uground(vd], D)
18 end
19 return G, VGy V- VG, ; // Waarbij G ={Gy,...,G,}
20
21 end
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snel duidelijk. Stel namelijk dat ¢ een zin is, met veel geneste kwantoren, dan wordt de
grounding van ¢ een zeer lange zin. De lengte van de grounding van een formule is namelijk
exponentieel in functie van de maximale diepte® van de kwantoren in de formule. Het is
dus zeker de moeite om na te denken over efficiéntere manieren van grounden, want zo een
enorme grounding zal ook vertraging opleveren bij het uitzoeken van de satisfieerbaarheid.

3.2 Verbeteringen voor een groundingsalgoritme

Bij het bespreken van algoritme 3.1 werd er opgemerkt dat dit waarschijnlijk geen optimale
methode is om een grounding uit te voeren. Het is de meest voor de hand liggende, maar
wel een erg naleve methode om een grounding uit te voeren. Zeker als we herinneren
dat we deze grounding uitvoeren in de context van modelexpansie, en dat we dus voor
een deelverzameling o C X van het vocabularium al een interpretatie hebben. Na het
grounden wordt deze kennis ook toegepast, en zoals beschreven in hoofdstuk 3.1, maakt
dit de formule terug veel kleiner. Het is dus duidelijk dat het in deze context niet zo
efficiént is, om eerst de volledige grounding te berekenen, en deze pas daarna te reduceren
met behulp van de interpretatie I van o. Het zou veel efficiénter zijn, om de informatie
van de interpretatie tijdens het grounden te gebruiken. Zo zien we bijvoorbeeld dat het
zinloos was om in voorbeeld 3.1b de grounding uit te voeren, voor alle y als x = 0, want
we wisten al dat Vy(P(0) V Q(y)) waar zou zijn.

Het gebruiken van informatie die vooraf gekend is, moet niet alleen beperkt blijven tot
het invullen van de interpretaties, en het reduceren van de formules. Stel bijvoorbeeld
dat we een theorie T = {Vz(P(z)),Vz(P(x) V Q(z))} hebben. Het is dan niet zinvol om
Vz(P(xz)V Q(x)) te grounden, aangezien deze formule volgt uit Va(P(z)), welke ook in de
theorie zit. We kunnen op veel verschillende manieren informatie halen uit onze theorie
en onze interpretatie, en we willen deze informatie graag zo goed mogelijk gebruiken. Een
efficiénte methode om dit te doen werd voorgesteld in [Wit10]: grounden met grenzen.
Deze methode wordt uitgewerkt in hoofdstuk 3.2.1. Daarna (hoofdstuk 3.2.2) bekijken
we nog enkele mogelijke verbeteringen voor dit groundingsalgoritme.

3.2.1 Grounden met grenzen

Om de methode uit [Wit10] te kunnen uitwerken, hebben we eerst volgende definitie
nodig:

Definitie 3.2. Gegeven een formule @[z, . .., xy,], zij dan o[z, ... 2,_1] en o |2y, ... 20 ]
twee formules over o, waarvoor geldt dat

TE Ny, .. ) (%2, k] = oo, ..., 3,])) en,

TE M, ..., 2)(eY 21, 2nst] =~ ... 20).

5Met diepte van een kwantor bedoelen we het aantal kwantoren rond de formule waarin deze kwantor
voorkomt, oftewel hoe diep deze kwantor genest is.
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We noemen formules o, ¢ die hieraan voldoen een certainly-true respectievelijk
een certainly-false grens voor ¢ over T. Fen afbeelding C die alle subformules 1
van formules in T afbeeldt op een koppel (1, ) van certainly-grenzen noemen we een
certainly-afbeelding (c-afbeelding) van T over o.

We introduceren dus voor elke eerste-ordeformule ¢ een paar nieuwe formules o en 7,
waar we de interpretatie van kennen, en zodat T E ¢ impliceert dat 7 & ¢ en zodat
T E ¢ impliceert dat T = —¢. Hiermee kunnen we algoritme 3.1 aanpassen, zodat er
enkel nog een grounding wordt uitgevoerd voor formules waarover we nog geen zekerheid
hebben (zie algoritme 3.2). Merk op dat f voor elke formule zowel een certainly-true als
een certainly-false grens is.

We bekijken algoritme 3.2 eens van dichterbij. Wat we in feite doen, is elke grounding
van een formule ¢ vervangen door een grounding van (o A =¢) V o, Hoewel deze twee
formules equivalent zijn in elk model van T, zijn ze niet logisch equivalent, zoals duidelijk
te zien is in dit voorbeeld:

Voorbeeld 3.3. Neem een theorie T die bestaat uit een zin ¢ = Vo P(x). Stel dan dat
o =t, en o/ = f. Merk op dat dit goede certainly-grenzen zijn voor ¢ aangezien er
geldt dat

TE
Ft= ¢
':@Ct:>§0

TEt
Ff=o

FoY =

Maar anderzijds geldt duidelijk dat ¢ niet logisch equivalent is met t, maar dat (¢ A
=) V o wel heel duidelijk een tautologie is. Dus stel dat we algoritme 3.2 zouden
gebruiken met voor 7 met deze grenzen, dan zou op regel 27 de test I ¥ ¢ altijd falen,
waardoor t als grounding van ¢ zou terugkomen, wat natuurlijk niet correct is.

Het probleem is dat de getransformeerde theorie modellen heeft waarin de voorwaarden
van de grenzen (p = ¢ en ¢ = =) niet meer voldaan zijn. Als we dus willen zorgen
dat onze gereduceerde grounding nog steeds correct is, moeten we waarborgen dat in elk
model voor onze theorie de voorwaarden voor de grenzen bewaard blijven. We kunnen dus
met andere woorden een formule ¢ in een theorie 7 niet vervangen door (o A =)V o
maar wel door de conjunctie van volgende drie formules:

(o A=) v
QOCt = (,0
ol = —p

Dus als we een theorie willen grounden, en we willen algoritme 3.2 gebruiken, dan moeten
we voor elke formule ¢ die we grounden, ook ¢® = ¢ en ¢/ = = grounden. Hoe
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Algoritme 3.2: Grounding met grenzen van een zin ¢

input : Een zin ¢ € Lyo x, een interpretatie I voor o C ¥ en een c-afbeelding
C

output: Een propositionele zin ¢’

1 switch ¢ do

2 case ¢ is (negatie van) atomische formule

3 ‘ return ¢

4 case p = 1 V-V,

5 if TF ¢ voor een i € [1..n] then return t

6 else

7 G =0,

8 for:=1...ndo

9 ‘ if T# o then G := G U ground(p;,I,C);
10 end

11 if G = () then return f else return G,V ---V G,
12 // Waarbij G ={Gy,...,G,}

13 end

14 case p = 1 A+ N,

15 if Ik o voor een i € [1..n] then return f

16 else

17 G = ()

18 for:=1...ndo

19 | if T # ¢ then G := G U ground(y;, I,C)

20 end

21 if G = () then return t else return G; A --- A G,
22 // Waarbij G ={Gy,...,G,}

23 end

24 case ¢ = Vi)|z]

25 G = 0;

26 for d € D, do

27 if I ¢[d]* then

28 | if I F[d]*/ then return f else G := G U ground(y|d],I,C)
29 end

30 end

31 if G = () then return t else return G; A --- A G,
32 // Waarbij G ={Gy,...,G,}

33 case ¢ = Jxip[x]

34 G = ()

35 for d € D, do

36 if I ¥ 1[d]* then

37 | if T F ¢[d) then return t else G := G U ground(y[d],I,C)
38 end

39 end

40 if G = () then return f else return G,V ---V G,
41 // Waarbij G ={Gy,...,G,}

42

43 end
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beter (scherper) we onze certainly-true en certainly-false grenzen kunnen maken, hoe
makkelijker en kleiner de grounding van (o A=)V wordt®, aangezien er steeds viugger
kan worden “ingegrepen” om overbodige groundings van deelformules te vermijden. Stel
dat we ter illustratie de formule Va(P(x)) A Vz,y, 2(Q(y) V R(z,y,2)) grounden, met
D, =D, = D, = [1...1000] C N maar we weten dat Vz(P(z)) certainly-false grens
JxQ(x) heeft, en dat Q(1) geldt in /. Dan wordt deze grounding al na de eerste stap
stopgezet, en wordt er f teruggegeven. Anderzijds, geldt wel dat we de formules ¢ = ¢
en ¢/ = —¢ enkel moeten grounden als we de grenzen ¢ en ¢ gebruiken. Dit volgt
uit het feit dat als I ¥ ¢, dat dan

= =gtV
—fVp

=t

in de interpretatie /. Dus deze grounding moeten we enkel uitvoeren als I £ ¢, wat
dus vaker het geval is wanneer de grenzen beter worden. Een analoog resultaat geldt
voor ¢% = —p. Dit betekent dus dat hoe scherper we de grenzen maken, hoe groter
de grounding van ¢ = ¢ en ¢* = =y zal worden®. Bij het opstellen van de grenzen,
moeten we ook zorgen dat ze niet te complex worden, aangezien het uitvoeren van een
test van de vorm I F ¢ in principe een modelchecking-probleem is (= modelexpansie
met ¥ = ), en modelchecking een PSPACE-compleet probleem is [Sto74].

We moeten dus goed onderzoeken hoe we deze grenzen dan het beste opstellen, want zoals
het hierboven geformuleerd wordt, lijkt het alsof het gebruik van deze grenzen eigenlijk
niets vereenvoudigt aan de grounding. Het algoritme zegt namelijk dat we telkens we de
grens ¢ zouden kunnen gebruiken, we in de plaats ©® = ¢ moeten grounden. Als we
dus in de praktijk werkelijk het grounden van ¢ = p moeten toevoegen, is het algoritme
nogal zinloos. Stel nu echter dat we onze grenzen zo kunnen opstellen, zodat we voor de
test of I E ¢ = ¢, deze formule niet volledig moeten grounden. In [WMD10] wordt het
volgende voorgesteld: Stel dat we zorgen dat we onze grenzen zo opstellen dat voor elke
formule ¢ geldt dat

Aee =v) = ¢?=9
(AU =) = o=

We bedoelen hier met {1} de verzameling atomische formules in ¢. Dan geldt dat het
voldoende is enkel de formules 7% = 7; en =7 = 7; te grounden, waarbij we met
{7} de verzameling atomische formules in 7 bedoelen. Dit is natuurlijk niet veel werk,
aangezien de certainly-grenzen formules over o zijn, en er in elk van die te grounden
formules maximaal één atomische formule staat die we echt moeten grounden.

Opstellen van grenzen

In het IDP-systeem wordt een algoritme gebruikt, zoals voorgesteld in [WMD10], om
de grenzen op te stellen. We beschrijven kort hoe dit algoritme in zijn werk gaat. Het

6Voor een formeel bewijs hiervan, zie [WMD10].
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algoritme is bedoeld om recursief gebruikt te worden, om bij elke herhaling de grenzen
bij te stellen. Op deze manier kan het zonder problemen na een bepaalde tijd stopgezet
worden, zonder dat er teveel werk verloren gaat. Initieel geven we elke formule in 7
certainly-true en certainly-false grens f. Elke herhaling van het algoritme wordt er één van
de volgende verbeteringsmethoden toegepast waarna ¢ vervangen wordt door ¢ V¢,

en ¢/ vervangen wordt door ¢ V¢ In [WMD10] worden er zes verbeteringsmethoden

voorgesteld, we bekijken deze methoden hier kort:

e Input verbetering: Als ¢ een formule over o is, dan is het logisch dat ¢ = ¢ en
cf __
pr =T,

e Axioma verbetering: Als ¢ een zin is in 7, dan geldt dat ¢ =t en ¢* = f, dat
hebben we hierboven in een voorbeeld al aangetoond.

e Bottom-Up verbetering: Als bijvoorbeeld p = 1 V ¢, dan is ¢/ = p$t V @4
een certainly-true grens voor ¢, dus noem ¢ = ¢'. Voor alle gevallen, zie [WMD10].

e Top-Down verbetering: Neem een formule ¢[Z,7,Z] = ¢1[Z,Z] A ¢2[7,7], dan
geldt dat ¢f = Jg(¢™) en ¢ = Fz(p). Voor alle gevallen, zie [WMD10].

e Functionele verbetering: Deze verbetering kunnen we toepassen als ¢[T,y] =
F(Z) = y voor een bepaalde functie F. We kunnen dan speciale eigenschappen
van functies gebruiken voor grenzen op te stellen. Functies hebben onder meer de
eigenschap dat voor alle y er precies één T bestaat zodat F'(Z) = y. Dit wil dus
zeggen dat als F'(T) = y zeker waar is, dat dan voor alle y' # y de formule F(z) = ¢/
zeker niet waar is. En omgekeerd dat als voor alle ¢’ # y geldt dat F(T) # /, dan
moet F(T) = y zeker waar zijn. Formeel geeft dit dus:

e, =Yy £y = oIy/y))
el =3 (/Y Ny £ )

e Verbetering door het opsporen van dubbels: Stel dat we twee formules
olxy, ..., x,] en Y[y, ..., y,] hebben waarvoor we weten dat ¢[x1/z,...,2,/z] en
W[y1/z, ..., yn/z] equivalent zijn. Noem dan

i=1..n
Dan kunnen we de certainly grenzen van de ene verbeteren door informatie die we
al bij de andere gevonden hebben te gebruiken. Meer specifiek kunnen we nieuwe
grenzen voor ¢ als volgt opstellen:

oo =YW A E(T,Y))
¢l =g A E(T,7))

Merk op dat we hiervoor equivalente formules moeten kunnen herkennen, wat voor
eerste-ordelogica geen sinecure is. In de praktijk gaan we hiervoor FOBDDs ge-
bruiken (hoofdstuk 2). Het is dus duidelijk in ons voordeel dat we semantisch
equivalente FOBDDs zo goed mogelijk kunnen herkennen. We gaan hier dieper op
in in hoofdstuk 3.2.3.
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De volgorde waarin deze methoden worden toegepast, en op welke formules ze worden
toegepast, wordt bepaald met allerlei heuristieken waar we hier niet dieper op ingaan. In
[WMD10] worden deze methoden uitvoerig getest op allerlei voorbeelden, en men komt
daar tot volgende opmerkingen:

e We moeten een goede manier vinden om gevonden grenzen te vereenvoudigen. Als
we bijvoorbeeld een grens ¢ willen opstellen voor een formule ¢, die een samen-
stelling is van ¢y en 9, en we gebruiken Bottom-Up verbetering, dan wordt ¢ een
samenstelling van ¢ en 5. We zien dus dat als we grenzen nooit vereenvoudigen,
dat ze dan enkel groter en complexer kunnen worden, met als gevolg dat tests van
de vorm I F ¢ erg duur zullen worden.

e We moeten een goede manier vinden om te weten te komen of twee grenzen gelijk
kunnen zijn (merk op dat dit altijd met een benaderende methode zal moeten ge-
beuren, aangezien dit probleem onbeslisbaar is), zodat we kunnen beslissen of de
methode een fixpoint” bereikt.

e We moeten een goed stopcriterium hebben in het geval dat een fixpoint niet, of niet
snel genoeg bereikt wordt.

Om aan deze eisen tegemoet te komen, kunnen we de interessante normaalvorm gebrui-
ken die we hebben gedefinieerd in hoofdstuk 2, namelijk FOBDDs. We hebben in dat
hoofdstuk al opgemerkt dat FOBDDs de interessante eigenschap hebben dat FOBDDs
van twee equivalente formules vaak syntactisch gelijk zijn. Een tweede voordeel is dat het
een heel handige normaalvorm is voor het vereenvoudigen van de formules (waarop we
verder ingaan in hoofdstuk 3.2.3). Nog een ander voordeel van FOBDDs is dat logische
bewerkingen erop goedkoop zijn. Zoals we in hoofdstuk 2.2.2 gezien hebben kunnen we
van twee FOBDDs bijvoorbeeld gemakkelijk de conjunctie of de disjunctie nemen. De
laatste voorname reden waarom we FOBDDs gebruiken is dat er elegante algoritmen be-
staan om query’s op te lossen met FOBDDs. Dan kunnen we in plaats van in algoritme 3.2
telkens over alle domein elementen te lopen en testen of ervoor geldt dat I ¥ ¢[d]”, lopen
over alle oplossingen van de query {d € D,|p[z/d]}. In [Wit10] wordt een query-algoritme
met FOBDDs uitgewerkt, we gaan er hier niet dieper op in.

3.2.2 Equivalente subformules herkennen

Zoals we verschillende keren eerder vermeld hebben, is een interessante eigenschap van
FOBDDs dat twee FOBDDs voor twee equivalente formules vaak syntactisch gelijk zijn.
Deze eigenschap willen we zoveel mogelijk uitbuiten in ons groundingsalgoritme. We
maken al gebruik van deze eigenschap bij het opstellen van onze grenzen (Verbetering door
het opsporen van dubbels p. 36), maar stel nu dat we meerdere keren een equivalente
formule moeten grounden. Dan willen we dat zo frequent mogelijk kunnen gebruiken,

"Een fixpoint is een moment in de berekening waarop elke volgende verbeteringsmethode geen verbe-
tering meer brengt, en de grenzen dus optimaal zijn.
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om de grounding maar éénmalig te moeten uitvoeren. Stel bijvoorbeeld dat we over een
bepaald vocabularium X een theorie 7 met volgende formules moeten grounden:

T = { VT (Q[Z] Atbo A thy V 1by),
VT (10 V p[Z] V 11),

vz (p[z]) }

Waarbij ¢ een erg grote formule is. Dan is het zinvol om een nieuw Tseitin predicaat P
in te voeren, en 7T te vervangen door een nieuwe theorie 7 (over een nieuw vocabularium
dat P bevat)®:

T' = { VT (P[T] Ao At V 1),
VT (10 V P[T] V 11),
vz Plz],
vz (P[z] = o[7]) }

Nu geldt dat er een canonieke bijectie bestaat tussen de modellen van 7 en de modellen
van T’. Hiermee bedoelen we dat elk model van 7’ kan beperkt worden tot een model in
T en dat elk model van T kan worden uitgebreid tot een model van 7’. We mogen dus
verder 7' grounden in plaats van 7. Het voordeel van het grounden van 7" is dat we de
formule ¢ maar één keer grounden, en deze grounding telkens kunnen gebruiken als we P
tegenkomen in een andere formule.

Om dit te kunnen doen moeten we eerst en vooral herkennen dat die formule ¢ zo vaak
voorkomt. We willen bovendien niet enkel weten of die formule ¢ op zich vaak voorkomt,
maar ook of er equivalente formules ¢’ zijn die ook voorkomen in de theorie. Hiervoor
kunnen we de eigenschap van FOBDDs gebruiken, dat equivalente formules, vaak dezelfde
FOBDD hebben, of dat we equivalente subformules kunnen herkennen door het detecteren
van gelijke deelbomen.

3.2.3 Vereenvoudigen van FOBDDs

De vorige hoofdstukken is er al meermaals aangehaald dat we graag gebruik maken van
het feit dat de FOBDDs van twee equivalente formules vaak syntactisch gelijk zijn. Voor
propositionele formules (BDDs) weten we zelfs dat dit altijd het geval is. Voor FOBDDs
geldt dit resultaat echter niet, we kunnen semantische equivalentie tussen FOBDDs niet
controleren omdat dit onbeslisbaar is”. We kunnen dus enkel syntactische gelijkheid
controleren, maar dit kunnen we wel in constante tijd, aangezien twee syntactisch gelijke

FOBDDs op dezelfde plaats in het geheugen staan opgeslagen.

In dit hoofdstuk gaan we proberen om de FOBDDs die we hebben verder te vereenvoudigen
en te standaardiseren, zodat we in nog meer gevallen equivalentie tussen FOBDDs kunnen
ontdekken. Buiten het ontdekken van die equivalenties, hebben we nog redenen waarom

8We gebruiken de notatie T als afkorting voor 1, g, ..., T,
9Merk op dat dit niet enkel wil zeggen dat FOBDDs geen canonicke vorm voor eerste-ordelogica
kunnen zijn, maar zelfs dat er geen canonieke vorm voor eerste-ordelogica kan bestaan.
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P(x)
: : 3y
\ P(y) : P(Y)
[y Vl : V
f t H f t
|4 \ 4 \
f t f t
(a) FOBDD met P(z) in (b) FOBDD met P(x) niet
de kwantificatiekern in de kwantificatiekern

Figuur 3.1: Valse athankelijkheid in een FOBDD

we FOBDDs zo eenvoudig mogelijk willen maken, namelijk de opmerkingen op het einde
van hoofdstuk 3.2.1. Ten eerste geldt dat als de FOBDDs die de query’s voorstellen bij het
grounden met grenzen eenvoudig zijn, dat we dan het queryen sneller kunnen uitvoeren.
Een ander voordeel van eenvoudige FOBDDs, is dat we bij het opstellen van grenzen vaker
en sneller kunnen herkennen of de methode die de grenzen bepaalt een fixpoint bereikt.

Dit vereenvoudigen van FOBDDs is onder meer onderzocht in [Gou95], waar men tot een
algoritme simplify gekomen is. Dit algoritme heeft als hoofddoel het beperken van valse
afhankelijkheid in FOBDDs. Bekijk om dit te verduidelijken figuur 3.1, daar zien we twee
FOBDDs van een equivalente formule, die niet syntactisch gelijk zijn. In figuur 3.1a zien
we een kern met kwantificatie Jy, waarin het predicaat P(x) zit. Dit bedoelen we met
valse athankelijkheid, hoewel P(x) in die kern voorkomt, zou dit eigenlijk niet moeten,
want P(z) is onafhankelijk van y. We willen in een kwantificatickern enkel predicaten
hebben die athankelijk zijn van de gekwantificeerde variabele. We gaan hier niet in op de
concrete implementatie van het algoritme, en verwijzen daarvoor naar [Gou95|.

Een volgend probleem met FOBDDs is de naamgeving voor gebonden variabelen. In figuur
3.2a, 3.2b zien we weer twee FOBDDs die equivalent zijn, maar niet syntactisch gelijk.
Hier is het probleem dat we in figuur 3.2a de gekwantificeerde variabele een andere naam
heeft dan in figuur 3.2b. Om dit op te lossen moeten we dus een methode vinden om die
(redundante) namen te kunnen vervangen door iets wat niet van naamgeving afhankelijk
is. Een gekende methode hiervoor is het gebruik van de Bruijn-indices ([dB72]), die
de naam van de variabele vervangt door een verwijzing naar de kwantor. Dit doen we
concreet door de naam te vervangen door een index die aangeeft hoeveel kwantoren we in
een formule (of FOBDD) naar buiten moeten om bij de bijhorende kwantor te geraken.
In figuur 3.2c zien we opnieuw dezelfde FOBDD, waarbij de namen van de variabelen
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Ix Ja 3
P(x) P(a) P(<0>)
: 3y : b : 3
! Q(x,y) ' Q(a,b) ! |Q(<1>,<O>)
| | A
] e f e f ] e f
W W W
f t f t f t
¥ \ ¥ \ ¥ \
f t f t f t
(a) Namen z en y voor gebon- (b) Namen a en b voor gebon- (¢c) de Bruijn-indices
den variabelen den variabelen

Figuur 3.2: Het gebruik van de Bruijn-indices in een FOBDD

vervangen zijn door de Bruijn-indices. De kwantor voor z was de buitenste, dus binnen
de kwantificatiekern van y moeten we één kwantor “overslaan” om die bij x horende te
vinden, vandaar krijgt x daar de Bruijn-index 1. Om de kwantor voor y van hieruit te
vinden moeten we er geen overslaan, want dit is de binnenste kwantor, y krijgt dus index

0.

Buiten deze vereenvoudigingen werden er in [Wit10] nog enkele extra kleine vereenvoudi-
gen voorgesteld:

e Een FOBDD van de vorm x = & — (1, ¢y vervangen we door ;.

e Een FOBDD van de vorm Jz(F(y) = x) — 1, o vervangen we door ¢; als F' een
totale functie is. Het teruggeef-type van F' is hetzelfde als het type van x.

e Bij het gebruik van aritmetiek in FOBDDs zetten we alle aritmetische formules
altijd in een normaalvorm zodat onder andere de FOBDD voor Jz(3y(x = y)) en
de FOBDD voor Jz(3y(x — y = 0)) syntactisch gelijk zijn.

3.2.4 Aritmetische redundantie

Alle vereenvoudigingen die hierboven besproken werden, zijn allemaal vereenvoudigingen
die op dit moment in het IDP-systeem geimplementeerd zijn, en die werken. In de context
van deze thesis heb ik getracht om dit nog verder uit te breiden, meer specifiek voor
FOBDDs die aritmetiek bevatten. Neem nu bijvoorbeeld twee formules ¢ = (z > 5)A(z >
3) en ¥ = (x > 5). Het is duidelijk dat ze equivalent zijn, maar als we van beide een



HOOFDSTUK 3. KENNISREPRESENTATIE EN HET IDP-SYSTEEM 41

dx Ix Jx

Water(x,c) Water(x,c)

’ ’ ’
. . .

t f t f t f

(a) Originele FOBDD (b) Na eerste vereenvoudiging  (¢) Na verdere vereenvoudiging

Figuur 3.3: Aritmetische redundante in een FOBDD voor
{r,c | Ve(Water(z,c)V1>z—rVr<uz)}

FOBDD maken, gaan deze niet syntactisch gelijk zijn. De FOBDD voor ¢ zal namelijk
een (weliswaar overbodige) knoop met formule z > 3 bevatten, die de FOBDD voor 9
niet bevat.

Bij het gebruik van aritmetiek kunnen er dus allerlei redundanties voorkomen in FOBDDs.
Bekijk als groter voorbeeld figuur 3.3. Dit is een FOBDD met betrekking tot de grenzen
van het battleship probleem, en komt overeen met de query:

{r,c | Ve(Water(z,c)V1>z—rVr<uz)}

Op het moment dat er getest wordt of r < =, hebben we eigenlijk al wat informatie over
r en x die we kunnen gebruiken. Het gegeven dat deze knoop bereikt wordt, impliceert
onder meer dat (1 > x — r), oftewel dat 1 + r < z. Hieruit volgt dan onmiddellijk dat
r < x moet gelden, en dat de t-knoop in de kwantificatiekern nooit bereikt kan worden.
We kunnen dus de knoop met r < x weghalen, en de ouder verbinden met de f-knoop.
Dit zien we in figuur 3.3b. We merken nu dat zowel de truetak als de falsetak van de
knoop met formule 1 > x — r naar de f-knoop verwijzen. Deze knoop kunnen we dus ook
weghalen, en dan verbinden we de falsetak van Water(x,c) met de f-knoop. Als we dit
verderzetten merken we dat de FOBDD in figuur 3.3a equivalent is met die in figuur 3.3c,
welke verder vereenvoudigt tot t. De formule Va(Water(xz,c) V1 >z —r Vr < z) was
dus een tautologie.

Een andere reden dat we deze redundantie willen wegwerken zien we in figuur 3.4. Deze
FOBDD stelt volgende query voor:

WIN[ | (y=1Vy=2)A(y#2Vy#3)}

De oplossing voor deze query is duidelijk, namelijk y € {1,2}. Als we de query echter
oplossen via het query-algoritme dat gebruikt wordt in IDP!Y, dan duurt dit oneindig

10Dit algoritme is een optimalisatie van het query-algoritme in [WMD10].
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B N\ p
y=2 y=2 y=2
Cp s
Y qv Y
f t f t
(a) Originele FOBDD (b) Na vereenvoudiging

Figuur 3.4: Aritmetische redundante in een FOBDD voor
{yIN] [ (y =1Vy=2)A(y#2Vy#3)}

lang. Het algoritme gaat namelijk voor alle natuurlijke getallen testen of ze 1 of 2 zijn,
en niet 2 of 3. Als we echter vereenvoudigingen op de FOBDD doorvoeren, die ons de
FOBDD in figuur 3.4b geven, dan is dit niet meer het geval. Het query-algoritme ontdekt
dan dat de true tak van x = 3 de knoop t is, en dat geldt dat

{fyly=1vy=2)A(y#2Vy#3)}={y| y=1Vvy=2)}
={yly=1u{y|ly=2}
= {17 2}

Het moet dan niet meer alle natuurlijke getallen overlopen, maar kan dit zelf afleiden uit
de vorm van de FOBDD. Dit voorbeeld toont dus aan dat dit probleem niet enkel het
IDP-systeem vertraagt, maar dat er zelfs problemen zijn die niet oplosbaar zijn, simpelweg
door een beetje aritmetische redundantie in een FOBDD.



Hoofdstuk 4

Vereenvoudiging van aritmetische
FOBDDs

4.1 Inleiding

In het vorige hoofdstuk hebben we reeds enkele voorbeelden gezien van FOBDDs die arit-
metische formules bevatten, waar knopen in zitten die eigenlijk redundant zijn. In dit
hoofdstuk beschrijven we een algoritme dat deze knopen kan opsporen en FOBDDs met
deze informatie kan vereenvoudigen. Om de algoritmes en de bewijzen in dit hoofdstuk
overzichtelijk te kunnen uitwerken bekijken we in dit hoofdstuk enkel FOBDTSs (eerste-
ordeBDTs, zie hoofdstuk 2.2), die wel gereduceerd en geordend zijn, maar niet gedeeld.
Merk op dat dit niets afdoet aan de stellingen en algoritmes, aangezien er een één op één
verband is tussen de gereduceerde en geordende BDTs en de FOBDDs, zoals we al opge-
merkt hebben in hoofdstuk 2.2. In hoofdstuk 4.7 bekijken we heel kort de aanpassingen
die we aan het geconstrueerde algoritme moeten maken als we toch met FOBDDs werken.

Voor we aan een algoritme toekomen, definiéren we eerst enkele begrippen die we verder
in dit hoofdstuk nodig hebben. We bekijken wat we precies bedoelen met een knoop die
(aritmetisch) redundant is en we bekijken wat we daar precies aan zouden kunnen doen.

Propositie 4.1. Zij B een FOBDT, dan noemen we een rij knopen P = { Ky, K1, Ko, ..., K,}
een pad, als P voldoet aan:

e P is een pad in B bekeken als gerichte graaf .
o K is de wortel van B.

e Voor elke i € [0,n—1] geldt dat K;11 ofwel de wortel van de true- of van de falsetak
van K; 1s.

Definitie 4.1. Zij P = {Ky, K1, Ks, ..., K,} een pad in een FOBDT B, definieer dan
voor elke K; (i € [0,n — 1]) een formule 1; als volgt:

Woor een definitie van paden in de grafentheorie, zie [Die05].

43
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e 1; is de formule die K; voorstelt als de volgende knoop op het pad de wortel van de
truetak van K; is.

e 1); is de negatie van de formule die K; voorstelt als de volgende knoop op het pad de
wortel van de falsetak van K; is

We noemen dan v; de padformule voor K; in P, en V. = {¢; | i € [0,n — 1]} de
padformuleverzameling voor P. Omdat in een FOBDT geldt dat er voor elke knoop
K een uniek pad P naar K bestaat, spreken we ook soms over de padformuleverzameling
van K.

Voor elk pad P met padformuleverzameling V' = {¢; | i € [0,n — 1]} bestaat er dus een
formule ¢ = /\wi ; die dit pad voorstelt. Deze formule kunnen we gebruiken om het
redundant zijn van een knoop te definiéren.

Definitie 4.2. We noemen een een knoop K met formule ¢ in een FOBDT B redundant
voor een theorie T als er een pad P = {Ky, K1, K, ..., K, = K} van de wortel Ky naar
K bestaat, met padformuleverzameling V', waarvoor geldt dat:

/\¢i=>90 of /\wi=>_‘90

Y,V P, eV

waar is in elk model van T .

Als ¢ een aritmetische formule is, dan noemen we K aritmetisch redundant als

/\1/12':>90 of /\l/)i:>_‘90

Y EW P, eW

waar is in elk model dat voldoet aan de theorie van de natuurlijke getallen®. Met W C V
bedoelen we de verzameling aritmetische formules in V.

Stel nu dat we een FOBDT B hebben, waarvoor we willen controleren of een bepaalde
knoop K op B aritmetisch redundant is. We moeten daarvoor eerst en vooral de verza-
meling W met aritmetische formules in de padformuleverzameling van K kennen. Eens
we van elke knoop de padformuleverzameling kennen, moeten we de eigenlijke test of

/\ Vi = ¢ of /\ i =

P eEW v, eW

een tautologie is, zelf nog uitvoeren. Dit is niet vanzelfsprekend, aangezien elke theorie
die sterk genoeg is om de natuurlijke getallen te kunnen beschrijven, (bv. Peano) onbe-
slisbaar is ([God31]). Dit wil dus zeggen dat er formules bestaan waar we niet in eindige
tijd kunnen beslissen of ze een tautologie zijn. In hoofdstuk 4.3 onderzoeken we hoe we
dit probleem (gedeeltelijk) kunnen omzeilen. Er wordt een algoritme om deze beslissing

2We bedoelen hiermee de theorie van de Peano Axioma’s, voor meer hierover zie [CLO1].
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te maken geconstrueerd en er wordt besproken hoe we dit in de praktijk kunnen gebrui-
ken. Op het moment dat we weten welke knopen redundant zijn, moeten we enkel de
vereenvoudiging nog doorvoeren, dit wordt besproken in het uiteindelijke algoritme in
hoofdstuk 4.4. Hierna bekijken we nog enkele uitbreidingen, en gaan we wat dieper in op
de implementatie die we gedaan hebben in het IDP-systeem.

4.2 Een eerste versie van het algoritme

Zoals in de inleiding van dit hoofdstuk vermeld werd, is de eerste stap om te komen tot
een werkend algoritme dat FOBDTSs (en bijgevolg FOBDDs) kan vereenvoudigen, een
efficiénte manier vinden om voor een knoop op een pad de padformuleverzameling te
weten te komen. Om een beetje inzicht te krijgen in hoe zo een padformuleverzameling
eruit ziet voor de knopen in een FOBDT, kijken we eerst naar figuur 4.1, waar bij elke
knoop de padformuleverzameling van het pad naar die knoop gegeven is. Hier zien we
goed dat voor elke knoop zijn padformule in alle padformuleverzamelingen van de paden
die eindigen in een knoop in één van zijn takken liggen.

4

Y 4

|2

{~P(x)} X=y

4
4
4
X4
K4
{P(x),x>2}
t f
{~P(x),~x=y} ¢ {P(x),~x>2}
P
f
f
{~P(x),x=y}

{P(x),x>2,~Q(x)}  {P(x),x>2,Q(x)}

Figuur 4.1: De padformuleverzamelingen van alle knopen in een FOBDT

We gaan een algoritme construeren dat een hele FOBDT B recursief doorloopt, op elke
knoop de verzameling van aritmetische formules W in de padformuleverzameling V' kent,
en B met die informatie vereenvoudigt. Om het algoritme te kunnen uitwerken stellen we
een FOBDT (die geen triviale FOBDT is) als volgt voor: Een FOBDT B bestaat uit een
kern (wortel) R en twee FOBDTs By (de falsetak onder R) en B; (de truetak onder R).
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Elke keer dat een FOBDT doorlopen wordt eerst getest of zijn kern aritmetisch redundant
is. Als de kern niet redundant is, maar toch een aritmetische formule bevat, wordt de
formule in de kern aan W toegevoegd en wordt de truetak bezocht. Hierna vervangen we
de formule van de kern op de lijst door zijn negatie en bezoeken we de falsetak. Als we
terugkomen van de falsetak, verwijderen we de formule uit de verzameling en geven we
de vereenvoudigde versie van de FOBDT terug. Als de kern wel aritmetisch redundant is,
zijn er twee mogelijkheden. Als
/\ Vi =
P eEW

dan geldt dus dat altijd de truetak genomen zal worden, en mogen we deze knoop en zijn
falsetak verwijderen. We vervangen dan deze FOBDT door zijn truetak. Als anderzijds

/\ Vi = 2

Y, EW

dan vervangen we om analoge redenen deze FOBDT door zijn falsetak. In het speciale
geval dat de kern van de FOBDT een kwantificatiekern zou zijn, vereenvoudigen we eerst
de FOBDT in de kwantificatiekern, voor we overgaan tot het testen van de redundantie
van die kern. Dit algoritme is in pseudocode te vinden in algoritme 4.1

4.3 Het beslissen van de redundantie

In algoritme 4.1 zien we onder meer op regel 9 de test 1 = ¢ staan, waarbij ¢ en ¢ beide
aritmetische formules zijn. Er is in de inleiding van dit hoofdstuk al kort aangehaald dat
deze test heel wat meer inhoudt dan we zouden verwachten. Meer nog, in de praktijk is het
zelfs niet altijd mogelijk dat we deze test in eindige tijd kunnen uitvoeren. Dit lijkt een erg
grote tegenslag, aangezien dit wil zeggen dat we geen enkele methode kunnen vinden die
we kunnen gebruiken om deze test uit te voeren. Dit betekent dus dat het onmogelijk is
een algoritme te vinden dat alle aritmetisch redundante knopen kan opsporen. Gelukkig
bestaan er wel methoden om een groot deel van deze knopen te vinden. De aanpak
die in deze thesis gekozen werd, is om een variant op Peano aritmetiek te gebruiken,
die dan wel niet meer alle aritmetische formules beschrijft, maar wel beslisbaar is. We
hebben gekozen voor Presburger aritmetiek, de theorie van de gehele getallen zonder
de vermenigvuldiging. In hoofdstuk 4.3.1 introduceren we deze theorie formeel, en we
bewijzen dat we hem kunnen gebruiken voor ons algoritme (oftewel dat het beslisbaar
is) in hoofdstuk 4.3.2. De praktische kant van de zaak bekijken we in hoofdstuk 4.3.3.
Hier wordt een beslisser voorgesteld en een klein algoritme uitgewerkt dat deze beslissing
neemt.

4.3.1 Presburger aritmetiek

Als we kijken naar een theorie voor de natuurlijke getallen, dan denken we bijna spontaan
aan de Peano aritmetiek. We kunnen de Peano aritmetiek formeel definiéren als een
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Algoritme 4.1: simpBDT: aritmetische vereenvoudiging van FOBDTs
Input: Een FOBDT B
Interne variabelen: Verzameling van aritmetische formules W
Output: Aritmetisch vereenvoudigde versie van B

1 if B=true of B=false then

2 ‘ return B,

3 else

4 if B.kern is een kwantificatiekern then
5 FOBDT in B.kern=simpBDT(FOBDT in B.kern);
6 p=formule die B.kern voorstelt;

7 if ¢ is aritmetisch then

8 Y= /\¢i€W Yi;

9 if 1) = ¢ then

10 | return simpBDT(B.truetak);
11 if 1 = —p then

12 ‘ return simpBDT(B.falsetak);
13

14 if ¢ s aritmetisch then

15 ‘ voeg ¢ toe aan W

16 B.truetak=simpBDT(B.truetak);

17 if ¢ is aritmetisch then

18 verwijder ¢ uit W;

19 voeg - toe aan W,
20 B. falsetak=simpBDT(B.falsetak);
21 if ¢ us aritmetisch then
22 ‘ verwijder —p uit W;
23 return B;

[\
~




HOOFDSTUK 4. VEREENVOUDIGING VAN ARITMETISCHE FOBDDS 48

eerste-ordetheorie 7 C Ly s over een vocabularium

Y= {Etypea Zpreda Efunc} (41)
={{N}, (4.2)
{Gelijk(N,N)}, (4.3)
{S(N): N, Plus(N,N) : N,Maal(N,N) : N,Nul : N}} (4.4)

met interpretatie,
waarbij S de successorfunctie is, en +, -, = en 0 de gewoonlijke interpretatie hebben?®. Het

probleem met Peano is dat het onbeslisbaar is, zoals bewezen werd door Gdédel in 1931
([God31]). Er bestaan natuurlijk beperkingen op deze theorie, die wel beslisbaar zijn,
neem bijvoorbeeld de beperking van deze theorie op de taal Lro x_, waarbij Y enkel
bestaande uit de constante 0 en de relatie =. Deze beperking is duidelijk beslisbaar, maar
natuurlijk niet erg bruikbaar.

In 1929 bedacht de Poolse wiskundige Mojzesz Presburger echter een andere beperking,
die hij Presburger aritmetick ([Pre29]) doopte. Presburger aritmetiek is de beperking
van Peano aritmetiek op Lro s, waarbij X, bestaat uit de constante 0, de relatie =, en
de functies S(x) en Plus(x,y). Het is duidelijk dat deze beperking een stuk bruikbaar-
der is dan bijvoorbeeld de beperking op Lro s_ die we hierboven aangehaald hebben.
Presburger bewees echter ook dat zijn aritmetiek beslisbaar was. In dit hoofdstuk wordt
deze beslisbaarheid ook bewezen, maar op een andere manier als dit gebeurd is door
Presburger zelf. Het bewijs in deze thesis is gedeeltelijk gebaseerd op een bewijs van de
bewijsbaarheid van deze theorie in [End72].

Definitie 4.3. Presburger aritmetiek is een theorie T in de eerste-ordelogica, gegeven
door volgende axioma’s: (waarbij we Plus(x,y) afkorten door x+y en x # y als afkorting
gebruiken voor =(x =vy))

1. Vo(x +0=12x)
V(S (x) # 0)
Vo,y(S(z) = S(y) == =y)
Vo,y(S(z +y) =z + S(y))

Het inductieaxioma: voor elke formule P(x), waar de variabelen ty,ts, ... t,,z vrij
voorkomen, hebben we een axioma van de vorm:

Vi1, ta, ..., t,[P(0) AVz(P(x) — P(S(z))) = Va(P(x))]

30m de notatie licht en leesbaar te houden schrijven we verder natuurlijk gewoon a +b, a-ben a = b
in plaats van +(a,b), -(a,b), en = (a,b).
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We bekijken eerst of deze nieuwe theorie wel enigszins bruikbaar is. Hiervoor moet o.a.
gelden dat de theorie consistent is, m.a.w. dat de theorie een model heeft. Dit blijkt zo
te zijn, want als we onze standaard interpretatie voor Peano beperken voor onze theorie,

dan krijgen we
N =< N7: (Na N)73<N)7+(N) N),O >,

en deze blijkt perfect aan deze axioma’s te voldoen. Om bruikbaar te zijn, moet deze
theorie ook wel genoeg lijken op de theorie voor de natuurlijke getallen, zoals we hem
kennen. We vragen ons af of standaard resultaten uit de natuurlijke getallen zoals associ-
ativiteit en commutativiteit voor de optelling blijven gelden. We bewijzen als illustratie
voor enkele gekende resultaten dat dit inderdaad zo is.

Propositie 4.2. De formule Vx(0+x = z) is een gevolg van de theorie van de Presburger
aritmetiek, samen met axioma 1 geeft dit dus de eigenschap dat 0 het neutraal element
voor optelling 1s.

Bewys. We gebruiken eerst axioma 5, het inductieaxioma, op variabele z. We moeten
nu enkel nog bewijzen dat 0 + 0 = 0, en dat 0 + 2 = =z — 0+ S(x) = S(z). De
basisstap volgt direct uit axioma 1. Om de inductiestap te bewijzen gebruiken we eerst dat
0+ S(x) = S(0+ z), wegens axioma 4, en vervolgens gebruiken we de inductiehypothese,
die dan zegt dat 0+ = x, en dus 0+ S(z) = S(0+x) = S(x), wat het lemma bewijst. [

Propositie 4.3. De formule Vx,y(S(x +y) = S(z) +y) is een gevolg van de theorie van
de Presburger aritmetiek.

Beungs. We gebruiken eerst axioma 5, het inductieaxioma, op variabele y. We moeten nu
enkel nog bewijzen dat S(z+0) = S(z)+0, en dat S(z+y) = S(z)+y = S(z+S(y)) =
S(x) + S(y). We bewijzen eerst de basisstap. Er geldt dat S(z + 0) = S(x), en dat
S(x) + 0 = S(z), want ze volgen allebei rechtstreeks uit axioma 1. Deze 2 gelijkheden
samen bewijzen de basisstap. Om de inductiestap te bewijzen gebruiken we eerst dat S(z—+
S(y)) = S(S(z + vy)), wegens axioma 4, vervolgens gebruiken we de inductiehypothese,
die dan zegt dat S(xz + S(y)) = S(S(x +y)) = S(S(z) + y), als we dan nog eens axioma
4 gebruiken, krijgen we, S(z + S(y)) = S(S(z) +y) = S(z) + S(y), wat het lemma
bewijst. O]

Propositie 4.4. De formule Vx,y(z +y = y + x) is een gevolg van de theorie van de
Presburger aritmetiek, of met andere woorden de optelling s commutatief.

Bewijs. We gebruiken opnieuw eerst axioma 5, het inductieaxioma, op variabele y. We
moeten nu enkel nog bewijzen dat +0 = 04z, en dat +y = y+x — 2+ S5(y) = S(y)+=.
De basisstap volgt uit lemma 4.2 en axioma 1, want deze geven dat © +0 =z =z =
0 + x. Voor het bewijs van de inductiestap gebruiken we eerst axioma 4, dat zegt dat
x4+ S(y) = S(xz + y). Hier laten we dat de inductiehypothese op los, dit geeft ons dan
r+S(y) = S(z+y) = S(y+x). We sluiten het bewijs voor de inductiestap af met lemma
4.3, welke ons geeft dat  + S(y) = S(x +y) = S(y + ) = S(y) + x. Dit bewijst de
commutativiteit van de optelling. O



HOOFDSTUK 4. VEREENVOUDIGING VAN ARITMETISCHE FOBDDS 20

Op dezelfde manier kunnen ook andere bekende resultaten zoals bijvoorbeeld associativi-
teit aangetoond worden.

4.3.2 Beslisbaarheid

Voor we overgaan tot het aantonen van de beslisbaarheid van Presburger aritmetiek,
hebben we eerst een belangrijk resultaat over kwantor eliminatie nodig.

Definitie 4.4. Een eerste-ordetheorie T over een vocabularium ¥ laat kwantor elimi-
natie toe als en slechts als voor elke gesloten formule F er een kwantorvrije gesloten
formule G bestaat zodat T E F < G.

Volgende propositie geeft ons een criterium waarmee we kunnen bewijzen dat een bepaalde
theorie kwantor eliminatie toelaat.

Propositie 4.5. Fen theorie T waarbij er voor elke formule van de vorm 3z (cgA- - - Aayy,)
(met elke o een atomische formule, of de negatie ervan) er een kwantorvrije formule G
bestaat zodat T F Jx (ag A -+ N ay,) <> G, laat kwantor eliminatie toe.

Bewijs. (Opm: In dit hele bewijs bedoelen we met o, B; ... ,7; altijd een atomische formule
of de negatie ervan.) Neem een gesloten formule F', dan kunnen we F' schrijven als

Qix1, Qaxa, . . ., annF/[Q;lu e 7%]7

met F'[xy,...,z,] kwantorvrij. We bewijzen dat er een kwantorvrije gesloten formule G
bestaat zodat 7 F F' <+ G. Hierbij weten we dat voor elke formule Hl[zy,...,z,] van de
vorm 3z (g A -+ A ay,) er een kwantorvrije formule Kz, ..., z,| bestaat zodat

TE{Zx (ag N ANay,) < K}
We bewijzen dit per inductie op het aantal kwantoren in F'.

Stel dat F' één kwantor bevat, dan is F' van de vorm QzF”[x], met F’[z] kwantorvrij.
We tonen eerst aan dat het voldoende te bewijzen is dat de basisstap geldt als (); een
existentiéle kwantor is, want stel dat ()1 een universele kwantor is, dan is F' van de vorm
Vo F'[z], of anders geschreven —3z(—F'[z]). Als er dan een G bestaat zodat

T E (z—F'[z]) + G,
dan volgt daaruit rechtstreeks dat
T E (VoF'[x]) + -G.

Waarbij natuurlijk het kwantorvrij en gesloten zijn van —G rechtstreeks volgt uit het
kwantorvrij en gesloten zijn van G.

Stel dan nu dat @)y een existentiéle kwantor is, dan herschrijven we 3z F”[x] eerst als

Jz ((aOA"'Aan)V(BO/\"'/\ﬁn)v"'\/h/O/\"'/\/Vn»'
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Merk op dat we dit inderdaad altijd mogen doen, want dit is gewoon F” herschrijven in
zijn disjunctieve normaalvorm, aangezien F’ kwantorvrij is. Deze formule is verder nog
logisch equivalent met

dx (g A ANay)V Iz (Bo A ABp) V- V3T (oA AY).
Er volgt nu uit de hypothese van het lemma dat er kwantorvrije «, 3, . . .,y bestaan zodat

T E Jz (A ANay) &«
F Jz (Bo A ABp) < B
Eo...

F 3z (A Av) &7

Merk op dat «, 3, ..., duidelijk ook gesloten zijn, aangezien ze x niet bevatten, en x de
enige vrije variabele was in (agA---Aaw,), (Bo A+ ABn), -y (Yo A+ Av). We definiéren
nu G als aV V.-V, dan geldt duidelijk, T F {F < G}. Bijgevolg is de basisstap
bewezen.

Stel nu dat F' van de vorm Qix1,Qaxs, ..., Qux,F'[xy,... ,x,] is. Analoog als in de
basisstap is het voldoende de inductiestap te bewijzen als (), een existentiéle kwantor is.
We herschrijven 3z, F'[x,] opnieuw (zoals in de basisstap) als

Jx (o A ANan) V(Bo A= ABp) VeV (YA An)).

Ook volledig analoog met hierboven vinden we een kwantorvrije formule H[zy, ..., 2, 1],
waarvoor T E 3z, F'[z,] +» H. We passen dan de inductiehypothese toe op

Q121, Qa2 . .. Quorn 1 Hlxy, 29, ..., Tp1],

en we vinden dan een gesloten kwantorvrije formule G zodat T F F + G. [

Om vervolgens de beslisbaarheid van Presburger aritmetiek te bewijzen, gaan we een
nieuw vocabularium introduceren, noem II het vocabularium met type N, constanten
Nul, Een, unaire predicaten Deelbaary, Deelbaars, Deelbaary, Deelbaars, . . ., het binaire
predicaat KleinerDan, en de binaire functiesymbolen Plus en Min. Dus

IT= {thpea Hprecb Hfunc}
= {{N},
{Kleiner Dan(N, N),, Deelbaars(N), Deelbaars(N), Deelbaary(N), ...},
{Plus(N,N): N,Min(N,N): N,Nul: N, Een : N}}

~~ Y~/
=
co 3 O Ut
N N N N

en bekijk dan
M = {Z7 < (Z7Z>7D2<Z)7D3<Z>7D4(Z)7 Sy +(Z7Z)7 _(Z7Z>707 1}

als interpretatie voor K = Lyo m, waarbij de predicaten en de constanten hun gewoonlijke
betekenis hebben. Met Dy, D3, Dy, ... bedoelen we deelbaar door respectievelijk 2, 3,4, .. ..
Om nu te bewijzen dat er een algoritme bestaat om te beslissen of een formule F' uit
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Li = Lyrox L waar is in N, vertalen we F eerst naar een formule F’ in K. Dit doen
we door elke S\1 te vervangen door +1, elke r = s door r < s + 1 A s < r+ 1), en elke
kwantificatie Vx of dx te vervangen door een voorwaardelijke kwantificatie:

Ve((z <1A0<z+1)VO<z)—-+) Jz(((z<IA0<z+1)VO<z)A---).

Nu geldt dat F waar is in A als en slechts als F” waar is in M, wegens volgende propositie.

Propositie 4.6. Neem een willekeurige formule F wit £, we definiéren F' door in F elke
(S\1) te vervangen door 41, elke r = s doorr < s+1As <r+1) en elke kwantificatie te
vervangen door een voorwaardelijke kwantificatie, zoals hierboven beschreven. Dan geldt
dat F' een formule is in KC, en dat F waar is in N als en slechts als F' waar is in M.

Bewijs. Dat F’ een formule is in K is duidelijk, we moeten dus enkel de bewering over
de waarheid van de formules bewijzen. Voor de successorfunctie en de gelijkheidsrelatie
is het te bewijzen triviaal, want de standaardinterpretatie van S(z) en van = + 1 komen
net zoals de standaardinterpretatie van r = s en r < s+ 1 A s < r + 1 duidelijk overeen.

We bewijzen ook nog dat we de universele kwantor mogen vervangen, het bewijs voor de
existentiéle kwantor verloopt analoog. Neem een formule G in £, van de vorm VzG'[x],
dan is deze formule waar in AV als en slechts als G'[x] waar is voor alle natuurlijke getallen.
Neem dan de formule Vz((z < 1A0 <2+ 1) V0 < x) — G'[z], deze formule is waar in
M als voor alle gehele getallen ofwel geldt dat z < 0 ofwel geldt dat G'[x] waar is. Of
met andere woorden, als G’'[z] waar is voor alle natuurlijke getallen. O

We bewijzen nu eerst dat de vertaling van Presburger aritmetiek naar C volgens propositie
4.6 kwantoreliminatie toestaat.

Stelling 4.1. De vertaling van Presburger aritmetiek naar IC volgens propositie 4.6 staat
eliminatie van kwantoren toe.

Bewijs. We introduceren eerst enkele notationele afspraken. Laat ¢ een term zijn, en n
een natuurlijk getal, dan schrijven we nt in plaats van t +t¢+-- -+t (n keer), —t in plaats
van 0 — ¢t en —nt in plaats van 0 — ¢ — ¢ — ... — t (n keer). Verder gebruiken we n als
afkorting voor 1+1+---+41 (n keer). Wegens propositie 4.5 is het voldoende aan te tonen
dat kwantoreliminatie mogelijk is voor een formule F' van de vorm 3z (agA- - Aay,) (met
elke o; een atomische formule, of de negatie ervan). Merk op dat de atomische formules
hier enkel ¢t < s en D;(t) zijn, met s,¢ termen. Voor we de kwantoren kunnen elimineren,
moeten we F' eerst nog wat herschrijven.

Eerst werken we negaties van atomische formules weg. We vervangen —(t < s) door
s <t+1, en we vervangen —D,,(t) door

(Dt + 1) ADpp(t+2) A+ A Dpp(t +m — 1)).

Merk op dat de correctheid van deze laatste substitutie volgt uit het feit dat voor elke a
geldt dat m exact één element deelt van volgende rij a,a +1,a+2,...,a+m — 1.
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Merk ook op dat F' nog van de vorm 3z (ag A -+ A ) is, maar dat nu elke a; een
atomische formule is, zonder negatie. We herschrijven verder ¢ < s door 0 < (s — ?).
We gaan nu elke term in een normaalvorm schrijven. We kunnen elke term herschrijven
als kx, —kx, kx +t,—kx +t of t, met t een term die x niet bevat. We substitueren dan
ook nog elke formule van de vorm 0 < —kx door kx < 0, 0 < kx 4+t door —t < kx en
0 < —kx+t door kx < t. Alle atomische formules zijn nu ofwel van de vorm D,,(s), ofwel
van de vorm t < kx of kx < t, met k positief, en t een term die x niet bevat. We noemen
atomische formules van de vorm t < kz verder kleiner-dan-ongelijkheden, en formules van
de vorm kx < t groter-dan-ongelijkheden. Uit lemma 4.1.1 hieronder volgt nu dat we F'
kunnen herschrijven zodat elk disjunct maar 1 kleiner-dan- en 1 groter-dan-ongelijkheid
bevat. We gebruiken hierna lemma 4.1.2 hieronder. Als resultaat krijgen we dan dat er
in elk disjunct maximaal één deelbaarheidspredicaat, één kleiner-dan-ongelijkheid, en één
groter-dan-ongelijkheid voorkomt.

Omdat we de existentiéle kwantor kunnen propageren in de disjunctie naar elk van de
disjuncten, en deze dan kunnen beperken tot het deel van die conjunctie dat x bevat,
blijft de eliminatie van kwantoren beperkt tot volgende 7 gevallen:

Geval Herschrijven als | Argument

dx(s < jx) t voor alle constanten s, j bestaat er
een getal in Z dat groter is dan s

en deelbaar is door j

Jx(kz < t) t voor alle constanten ¢, k bestaat er
een getal in Z dat kleiner is dan ¢

en deelbaar is door k

AD,,(z — 1) t voor elke gegeven deler m en

rest ¢ bestaat er een getal a

zodat a = 7 mod m

A2 (Dp(x — i) As < jx) t voor elke gegeven deler m en

rest ¢ bestaat er een willekeurig groot
getal a zodat a =7 mod m

Ax(Dy(z — i) ANk < 1) t voor elke gegeven deler m en

rest ¢ bestaat er een willekeurig klein
getal a zodat a =7 mod m

dr(kz <tAs < jx) Jx(Djr(z — 0)

Nks < x Az < jt) | Zie hieronder
Az (D (x — i)\ 3 (Djjjm (x — jki)
s < jxNkxr <t) Nks < x ANz < jt) | Zie hieronder

We moeten dus geval 6 en 7 nog uitwerken. Merk voor geval 6 op dat I(kx <t As < jx)
equivalent is met Jz(jkz < jt A ks < jkx), en dat als we jkz nu hernoemen als z, we
volgende formule krijgen: Jz(x < jt Aks < x A Dji(x —0)). Geval 7 is ongeveer analoog,
we krijgen op dezelfde manier dat 3x(D,,(z — i) A's < jz A kx < t) equivalent is met
Ax(Djgm (jkx — jki) Nks < jkx A jkx < jt), welke op zijn beurt analoog equivalent is met
A2(Djkm(y — jki) Nks <y Ay < jt).

Er blijft nu nog een laatste kleine stap over, x is namelijk nog altijd niet uit onze formule,
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maar de zinnen die x bevatten, hebben wel allemaal dezelfde vorm, namelijk:
Ax(Dp(z —i) As <x Ax <t). (4.9)
Deze kunnen we vervangen door
(D (s+1=i)As+1 < )V(Dp(s+2—i)As+2 < t)V-- V(D (s+m—i)As+m < t). (4.10)

Dit is correct, want stel dat (4.9) geldt, dan bestaat er een x groter dan s, zodat = i mod
m, dus moet = bevat zijn tussen 1 en m, en dit is exact wat (4.10) zegt. De omgekeerde
implicatie is triviaal.

Dit bewijst dus dat de theorie van K eliminatie van kwantoren toestaat. [

Lemma 4.1.1. Voor elke gesloten formule F', kunnen we F herschrijven in disjunctieve
normaalvorm, waarbij elk disjunct mazimaal 1 kleiner-dan-ongelikheid en 1 groter-dan-
ongeligkheid bevat.

Bewijs. We bewijzen het lemma enkel voor kleiner-dan-ongelijkheden, het bewijs voor
groter-dan-ongelijkheden is analoog (we moeten wel aantonen dat het herschrijven voor
groter-dan-ongelijkheden geen nieuwe kleiner-dan-ongelijkheden introduceert). Neem een
gesloten formule F' en schrijf deze in zijn disjunctieve normaalvorm. Dan geldt voor elk
disjunct van F' dat dit disjunct ofwel één of geen kleiner-dan-ongelijkheden bevat, of dat
er een conjunctie in staat van de vorm t; < kyx Aty < kox. In het eerste geval, valt er
natuurlijk niets te bewijzen, dus stel dat we ons in het tweede geval bevinden. Het is nu
voldoende aan te tonen dat we dit disjunct kunnen herleiden tot een nieuwe formule in
disjunctieve normaalvorm, waarbij elk disjunct strikt minder kleiner-dan-ongelijkheden
bevat, want dan kunnen we door deze stap eventueel een eindig aantal keer te herhalen
elke formule herschrijven tot een formule in disjunctieve normaalvorm waarbij elk disjunct
maximaal één kleiner-dan-ongelijkheid bevat.

Stel dus dat we een disjunct hebben van de vorm
apg N\ -+ ANty <kiz Nty < kgx A---Aay,.

Als we kunnen aantonen dat dat we t; < kjxAty < kox mogen vervangen door de disjunctie
van (we gebruiken kit = kot even terug als afkorting voor kit < kot1+1Akoty < kito+1,
voor de leesbaarheid)

t1 < ki1x A kity < kot (411&)
t1 < k1x A kity = kot (411b)
ty < k’g(L’ VAN k’gtl < k’ltg, (411C>

dan gebruiken we de distributiviteitseigenschap van de eerste-ordelogica, en mogen we
ons disjunct vervangen door een disjunctie van

ao/\~~/\t1<k1x/\k1t2<k2t1/\~--/\an
ao/\~--/\t1<k1x/\k1t2:k2t1/\---/\an (412)
ao/\-~-/\t2<l€2x/\k2t1<k1t2/\---/\an.
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Het is duidelijk dat deze nieuwe disjuncten allemaal strikt minder kleiner-dan-ongelijkheden
bevatten. Er rest ons enkel nog de substitutie van t; < k1x Aty < kox te verantwoorden.
Stel dat t; < kix Aty < kox geldt, dan is duidelijk dat 4.11a, 4.11b of 4.11c ook geldt,
aangezien voor elke van deze 3 het eerste deel volgt uit ¢; < kiyx Aty < kox en de 3
laatste delen complementair zijn. Stel dat omgekeerd bijvoorbeeld 4.11a geldt, dat moe-
ten we nog bewijzen dat ty < kox. Dit volgt meteen als we de vergelijkingen een beetje
manipuleren:

t < kx vergelijking 4.11a
kot1 < kokix  beide zijden -ko
kite < kokyx  LHS kit < koty

ty < kox

Het bewijs voor vergelijking 4.11b en 4.11c verloopt analoog. Het is duidelijk dat het
herschrijven van t; < kjz Aty < kox, geen nieuwe termen die x bevatten creéert. Dit
geldt analoog voor het herschrijven van groter-dan-ongelijkheden. O]

Lemma 4.1.2. Neem een gesloten formule F' in disjuncticve normaalvorm, waarin elk
disjunct mazximaal één kleiner-dan-ongeligkheid en één groter-dan-ongelijkheid bevat, dan
kunnen we F' herschrijven in disjunctieve normaalvorm, waarbij elk disjunct maximaal
één kleiner-dan-ongelijkheid, één groter-dan-ongeligkheid, en één deelbaarheidspredicaat
bevat.

Bewigs. Met behulp van lemma 4.1.3, kunnen we aannemen dat elk deelbaarheidspredicaat
in F' van de vorm Dye(x — i) is, met ¢ een natuurlijk getal, 0 < ¢ < p°, en p® de macht
van een priemgetal. We schrijven F' om te beginnen in zijn disjunctieve normaalvorm, en
we nemen een willekeurig disjunct F’ van F, dan moeten we bewijzen dat we F” kunnen
herschrijven tot een formule in disjunctieve normaalvorm, waarbij elk disjunct maximaal 1
deelbaarheidspredicaat, één kleiner-dan-ongelijkheid en één groter-dan-ongelijkheid bevat.
We veronderstellen dus dat F’ meerdere deelbaarheidspredicaten bevat, anders is het te
bewijzen triviaal. Dus schrijf

F'=aNDpei(x—i1) N Dpyes(x —dg) A+ -+ A Dy e (x — i),

met a een conjunctie die geen deelbaarheidspredicaat, en maximaal één kleiner-dan-
ongelijkheid en één groter-dan-ongelijkheid bevat. Met pq,...,pr bedoelen we opnieuw
priemgetallen.

Stel nu dat F’ twee deelbaarheidspredicaten bevat, D, c.(x — i,), Dp,e (x — ip), en dat
Pa = pp. Dan vervangen we (stel zonder verlies van algemeenheid dat e, < e;):

Dyea(x — i) N Dpyer (x — ip) (4.13)
door
Dpaea (Zb - ia) VAN preb (.T - Zb) (414)

We moeten nog bewijzen dat deze substitutie gerechtvaardigd is. We merken eerst op dat
omdat e, < e, er geldt dat D, e (v — 75) volgt uit Dy,en(x — @). Vergelijking (4.13) is
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duidelijk equivalent met:

xr =i, mod pt°
xr = i, mod pt (4.15)

r = 4, mod py*
Vergelijking (4.14) is op zijn beurt duidelijk equivalent met:

1 = 1, mod pi*
iy = x mod pt (4.16)

iy = x mod p;®

Het equivalent zijn van (4.13) en (4.14) volgt nu rechtstreeks uit het equivalent zijn van
(4.15) en (4.16).

Door deze redenering een eindig aantal keer toe te passen, weten we dat we F” kunnen
herschrijven tot een disjunct van volgende vorm:

aNbADyer(z— i) ADyea(w — i) A+ A Dy (@ — i),

met alle p; verschillend, en b een conjunctie van deelbaarheidspredicaten die geen x be-
vatten. Wat hier nu staat is equivalent met volgend stelsel vergelijkingen:

x =i, mod p{*

io mod p5?

is mod p5*

r =i mod pi*
Volgens de Chinese reststelling bestaat er nu een unieke ¢ zodat
r=imodm m=p{ - -p3-----pin.
Dus kunnen we schrijven dat
F'=aADy(x—1i)Ab.

Merk op dat a niet veranderd is, en dat dus F’ nog steeds maximaal één kleiner-dan en
één groter-dan-ongelijkheid bevat. Dit bewijst het lemma. O

Lemma 4.1.3. Neem een gesloten formule F' in disjunctieve normaalvorm, waarin elk
disjunct mazximaal één kleiner-dan-ongeligkheid en één groter-dan-ongeligkheid bevat, dan
kunnen we F' herschrijven in disjunctieve normaalvorm, waarbiy elk disjunct nog steeds
mazimaal één kleiner-dan-ongelijkheid en één groter-dan-ongelijkheid bevat, en zodat elk
deelbaarheidspredicaat in F' dat x bevat, van de vorm Dye(x — i) is, met i een natuurlijk
getal, 0 <1 < p°, en p°® de macht van een priemgetal.
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Bewijs. Neem een disjunct F’ van F', dan geldt:
F'=aAn Dy(t)

met a een conjunctie die maximaal één kleiner-dan-ongelijkheid en één groter-dan-ongelijkheid
bevat, en t een term die z bevat. We zullen dit lemma dan bewijzen door effectief D,, ()

te herschrijven tot een gesloten formule waarin elk deelbaarheidspredicaat van de vorm
D,e(x —1) is, die geen ongelijkheden bevat. Dit bewijst dan het lemma aangezien we deze
redenering voor elk deelbaarheidspredicaat in F” kunnen toepassen, en het in disjunctieve
normaalvorm schrijven geen termen creéert (en er natuurlijk niet twee keer dezelfde term

in een disjunct staat).

Stap 1: Elk deelbaarheidspredicaat is van de vorm D,,(kx —t): In stelling 4.1
hebben we bewezen dat elke term die een variabele x bevat te schrijven is als kx,—kx,kx+t
of —kx + t, met k een natuurlijk getal, en t een term die x niet bevat. Volgende tabel
zegt ons nu dus dat elk deelbaarheidspredicaat van de vorm D,,(kz —t) is:

Geval Herschrijven als | Argument

D, (kx) D, (kz —0)

D, (—kx) D, (kx — 0) m deelt a als en slechts als m deelt —a
Dy, (kx +1t) | Dy(kx — (—t)

Dy (=kx +1t) | Dp(kx —t) m deelt a als en slechts als m deelt —a

Stap 2: Elk deelbaarheidspredicaat is van de vorm D, (kx —i): Stel nu dat
D,,(kx —t) waar is, dan geldt dus dat kx — ¢ deelbaar is door m, en dus dat de rest van
kx en de rest van t bij deling door m dezelfde is. Met andere woorden, er bestaat een 7, 0 <
i < m, zodat m|(kx—i), en m|(t—i). Dit kunnen we schrijven als 3i(D,,,(kz—i)AD,,(t—1)),
maar omdat de grenzen voor ¢ eindig zijn, kunnen we dit ook schrijven als de disjunctie
van

D, (kx — 0) A Dy, (t — 0)
Dy (kx — 1) A Dy (t — 1)
Dy, (kx — 2) A Dy, (t — 2)

Dy (kx — (m — 1)) A Dy (t — (m — 1))

Dus is elk deelbaarheidspredicaat dat = bevat in onze formule van de vorm D,,(kz — i),
met 0 <17 < m.

Stap 3: Elk deelbaarheidspredicaat is van de vorm D, (x —j): Noem ji,...,jn
alle waarden voor j, 0 < j < m, die voldoen aan D,,(kj — i). Dan beweren we dat
D, (kx — i) equivalent is met D,,(x — j1) V Dyp(x — ja) V- -+ V Dy (x — jn). Stel om dit
te bewijzen dat D,,(kz — i) geldt, en noem [ de rest van x bij deling door m, dan geldt
natuurlijk D,,(z — 1), dus moeten we nog aantonen dat D,,(kl —i) waar is. Er geldt dat:

kl—i=kx—1modm want!=z modm

=0 mod m want D,,(kx — 1)
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Stel dan omgekeerd dat D,,(x — j1) V Dp(x — j2) V - -+ V Dy (x — j,,) geldt, voor alle j,
waarvoor D,,(kj,—1) waar is, dan bestaat er natuurlijk een b zodat D, (z—j,) AD;(kjy,—1)
geldt. Dan volgt:

kx —1=kj, —t mod m want x = j, mod m

=0 mod m want D, (kj, — 1)

Hiermee hebben we bewezen dat er j,..., 7, bestaan zodat elk deelbaarheidspredicaat
van de vorm D,,(kx — i) equivalent is met D,,(x — j1) V Dy (z — J2) V -+ - V Dy (x — Jn).

We kunnen dus F herschrijven zodat elk deelbaarheidspredicaat van de vorm D,,(z — j)
is, met j een natuurlijk getal, 0 < 7 < m.

Stap 4: Elk deelbaarheidspredicaat is van de vorm D,e(x — j) (met p priem): We
schrijven m = p{* -ps? - - p, de priemontbinding van m. Dan geldt dat m|(z—j), als en
slechts als (p§*-ps?-- - --psr)|(z—7), als en slechts als pi* |(x—7) Ap32|(x—J)A- - -Aper|(x—7),
omdat pi', p5?, ..., pSr geen gemeenschappelijke factoren bezitten. Dus geldt dat D, (x—j)
equivalent is met

Dy (x — J) A Dyy(x — ) A+ A Dy, (€ — 7), waarbij
m = mimams...my = pi'ps*...pi" de priemontbinding is van m.

Dit bewijst stap 4. Samen met de vorige stappen hebben we dus bewezen dat we F' kunnen
herschrijven zodat elk deelbaarheidspredicaat van de vorm D,,(z — j) is, met 0 < j < m,
en m de macht van een priemgetal.

Aangezien elke stap een deelbaarheidspredicaat herschrijft als een disjunctie van con-
juncties van deelbaarheidspredicaten, volgt het onmiddellijk dat er geen ongelijkheden
gecreéerd worden. Dit bewijst het lemma. O]

Uit stelling 4.1 volgt nu rechtstreeks de beslisbaarheid van Presburger, want neem een
formule F' in N, dan is F' waar in N als en slechts als F’ (zoals boven stelling 4.1 ge-
construeerd) waar is in M. Dus het beslissingsprobleem van F' herleidt zich tot het
beslissingsprobleem van F”’ in M. Deze F’ in M kunnen we wegens vorige stelling her-
schrijven als een kwantorvrije formule F”. Een atomische formule is beslisbaar, en dus
is een kwantorvrije formule als booleaanse combinatie van atomische formules ook beslis-
baar. Dus is het beslissen van de waarheid van F’ in M en bijgevolg het beslissen van de
waarheid van F in N effectief mogelijk.

We kunnen dit resultaat ook veralgemenen voor de theorie H van de gehele getallen
(Z), met relatie < /2, functies +/2,—/2 en constanten 0, 1, die geen vermenigvuldiging
bevat. Voor deze theorie wordt in de literatuur ook vaak de term Presburger aritmetiek
gebruikt. Neem namelijk een formule G in H, dan geldt dat G ook in formule is in
IC. Een rechtstreekse aanpassing van propositie 4.6 geeft ons dan dat G waar is in de
standaardinterpretatie van H als en slechts als G waar is in de standaardinterpretatie
van K (M). Analoog aan hierboven kunnen we dus G herschrijven als een kwantorvrije
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formule waarvoor dus het beslissen van de waarheid mogelijk is. We gebruiken verder dus
deze “versie” van Presburger aritmetiek.

4.3.3 Beslissen van Presburger redundantie in de praktijk

Aangezien het dus onmogelijk is om aritmetische redundantie in een FOBDT volledig
op te sporen, definiéren we een nieuw soort redundantie, die we wel kunnen opsporen,
Presburger redundantie:

Definitie 4.5. We noemen een knoop K met formule o Presburger redundant als er
een pad P bestaat met padformuleverzameling V' bestaal waarvoor geldt dat:

/\¢i:>%0 of /\77Z)i:>_‘90

P, EW P, EW

waar is in elk model dat voldoet aan de Presburger azioma’s*. Hierbij bedoelen we met
W C V' de verzameling Presburger formules in V.

Met enkel het theoretische resultaat dat Presburger aritmetiek beslisbaar is, zijn we na-
tuurlijk niet veel, we willen het in de praktijk kunnen gebruiken. In de context van deze
thesis werd de Omega-library uit Omega+ ([Che09]) gebruikt. Omega+ is een verbe-
tering van het Omega-project, een pakket dat origineel ontwikkeld werd in de context
van software-verificatie. Het werd ontwikkeld begin jaren ’90, aan de universiteit van
Maryland (US). Het Omega-project bevat buiten de Omega-library ook nog de Omega-
calculator, wat een text-based interface is om de Omega-library te kunnen gebruiken, en
de Uniform-library en Petit, welke echt specifiek toepassingen zijn voor software verifica-
tie. De Omega-library is een verzameling C+-+-klassen, die bedoeld zijn om Presburger
verzamelingen te kunnen gebruiken en manipuleren. Een Presburger verzameling voor
een Presburger formule p[z1, ..., z,] definiéren we als de deelverzameling van Z", van alle
n-tupels die voldoen aan ¢[zy,...,x,]. De functionaliteit van het systeem is dus breder
dan wat wij ervan benut hebben in de context van deze thesis, wij gebruiken het systeem
namelijk enkel als beslisser voor Presburger aritmetiek. Het Omega-project zelf is zoals
vermeld al meer dan 15 jaar oud, en is al jaren niet meer onderhouden. Het systeem
bevatte nog een heel aantal fouten, en had problemen met verschillende speciale gevallen.
In 2009 werden aan de universiteit van Utah (US) veel van deze onvolmaaktheden uit het
systeem gehaald, en de verbeterde versie van het systeem werd Omega+ gedoopt.

Het testen of een Presburger-formule ¢ met vrije variabelen zq,xs,...,z, al dan niet
satisfieerbaar is, doen we in dus Omega+ door een verzameling aan te maken van de vorm
{1, 9,...,2,|¢} en te testen of deze verzameling leeg is. De manier waarop Omega+ dit
beslist, gebeurt gelijkaardig aan de manier uit het bewijs in hoofdstuk 4.3.1, namelijk door
middel van kwantoreliminatie ((BW03]). De concrete methode is dan wel gelijkaardig aan
ons bewijs, maar natuurlijk niet helemaal gelijk. Het bewijs in deze thesis is geschreven
met het oog op duidelijkheid en overzichtelijkheid, terwijl de manier waarop Omega+ het
doet gebaseerd is op de doelstelling van efficiéntie.

4Zie hoofdstuk 4.3.1 voor deze axioma’s.
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Als we dan terugkijken naar algoritme 4.1, dan zouden we de test of K (met Presburger
formule ) redundant is, kunnen uitvoeren door een Omega+ verzameling Sy voor ¢ A
/\wiev en een verzameling S; voor —p A /\wiev aan te maken. Als dan Sy leeg is, geldt
dus dat o A A\, o niet satisfieerbaar is, oftewel dat A, o, = —¢p. Als analoog S leeg
is kunnen we besluiten dat /\wiev = ¢. We vervangen dus de padformuleverzameling
van hoofdstuk 4.2 door een Omega+ verzameling S waaraan we dan voorwaarden en
variabelen kunnen toevoegen, en waarmee we de testen kunnen uitvoeren. Hoe we deze
formules toevoegen wordt uitgewerkt in algoritme 4.1 in het hoofdstuk over implementatie
(hoofdstuk 4.7).

4.4 Uiteindelijk algoritme

In dit hoofdstuk worden alle stukjes die in de vorige hoofdstukken besproken zijn, samen
genomen om een werkend algoritme te construeren. We maken een algoritme om een
FOBDT B te vereenvoudigen, met de ideeén uit hoofdstuk 4.2, waarbij we de beslissing
of een knoop K redundant is, uitvoeren zoals we uitgewerkt hebben in hoofdstuk 4.3°.
Dit wil dus zeggen dat we onze padformuleverzameling V' vervangen door een Omega+
verzameling S. Op een bepaalde knoop K bevat S alle n-tupels die voldoen aan de formule
die het pad naar K voorstelt (en n vrije variabelen heeft). Als K een Presburger formule
¢ bevat, kunnen we testen of K Presburger redundant is door twee nieuwe Omega+
verzamelingen

So = BreidUit EnV oegV oorwToe(SS, ¢) S1 = BreidUit EnV oegV oorwToe(S, —p)

aan te maken®. In het geval dat Sy of ) leeg is, kunnen we B vervangen door zijn false-
respectievelijk truetak.

Als Sy en S7 beiden niet leeg zijn, is de kern van B dus geen redundante knoop. We
maken dan een back-up van S, voegen de formule in de kern (noem die ¢) toe aan S als
het een Presburger formule is met algoritme 4.5, en vereenvoudigen de truetak van B. Als
dit gedaan is, herstellen we de back-up, voegen we = toe, en vereenvoudigen de falsetak.
Hierna geven we dan de vereenvoudigde FOBDT terug. Het algoritme simpBDT1 staat
uitgewerkt in pseudocode in algoritme 4.2.

4.5 Voorbeeld

Om de werking van het algoritme te illustreren, werken we hier een voorbeeld uit. We
nemen een concrete FOBDT (figuur 4.2a), en we overlopen de werking van het algoritme
op deze FOBDT. Omdat het een recursief algoritme is, bekijken we de werking van het
algoritme op elke (deel-)FOBDT, en houden we de diepte bij.

5Dit impliceert ook dat we nu niet meer alle aritmetische formules bekijken, maar enkel naar Presburger
formules
6Zie hoofdstuk 4.7.1 voor het algoritme dat formules toevoegt aan een Omega+ verzameling.
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Algoritme 4.2: simpBDT1: aritmetische vereenvoudiging van FOBDT's (tweede
versie)

© 00 N O ok W N =

NN NN NN R e e e e e e e e
U b W N = O © 00 N O G A W N = O

Input: Een FOBDT B
Interne variabelen: Omega+ verzameling S
Output: Aritmetisch vereenvoudigde versie van B

if B=true of B=false then

‘ return B;
else
if B.kern is een kwantificatiekern then

| FOBDT in B.kern=simpBDT1(FOBDT in B .kern);
p=formule die B.kern voorstelt;
if © is een Presburger formule then
S’=BreidUitEnVoegVoorwToe(S,—p);
if S’=leeg then

return simpBDT1(B.truetak);

S”=BreidUitEnVoegVoorwToe(S,p);
if S”=leeg then

| return simpBDT1(B.falsetak);

Shackup = S ; // Maak een back-up van S
if © is een Presburger formule then

| S=S.BreidUitEnVoegVoorwToe(y);

B.truetak=simpBDT1(B.truetak);

S = Spackup ; // Herstel back-up
if ¢ is een Presburger formule then

‘ S=S .BreidUitEnVoegVoorwToe(—y);
B.falsetak=simpBDT1(B.falsetak);

S = Shackup ; // Herstel back-up
return B,
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1. Het algoritme bezoekt eerst de FOBDT in figuur 4.2a, op diepte 0. Hiervoor geldt
dat
e S=10
e De FOBDT is niet t of f
e De kern is geen kwantificatiekern
e De kern bevat een Presburger formule x > 2
We maken dus een verzameling S” = {x|—=(x > 2)}, en een verzameling S” = {z|z >

2} en zien dat beide verzamelingen niet leeg zijn. We voegen dus x > 2 toe aan 5,
en bezoeken de truetak.

2. De truetak van deze FODBT bevindt zich we op diepte 1, en is te zien in figuur
4.2b. Er geldt voor deze FOBDT dat
o S={z|xr>2}
e De FOBDT is niet t of f
e De kern is geen kwantificatiekern
e De kern bevat een Presburger formule y +2 > 0
We maken dus een verzameling S” = {z,y|z > 2A—(y+2 > 0)}, en een verzameling

S" ={x,ylx > 2ANy+2 >0} en zien dat beide verzamelingen niet leeg zijn. We
voegen dus y + 2 > 0 toe aan S, en bezoeken de truetak.

3. Deze FOBDT zit op diepte 2, en vinden we in figuur 4.2c. We weten dat

o S={zlx>2ANy+2>0}
e De FOBDT is niet t of f
e De kern is geen kwantificatiekern

e De kern bevat een Presburger formule x +y =0

We maken dus een verzameling S’ = {z,ylz > 2Ay+2 > 0A-(x+y =0)}, en een
verzameling S” = {z,ylr > 2Ay+2>0Az+y = 0}. We merken nu op dat de
verzameling S” = {z,y|lzr > 2Ay+2 > 0Ax+y = 0} leeg is, er bestaat namelijk
geen enkel koppel gehele getallen x,y dat voldoet aan de voorwaarde in S”. We
vervangen dus deze FOBDT door de FOBDT £, en keren terug naar diepte 1.

4. De FOBDT uit stap 2, is nu herwerkt, want één van zijn deelbomen is gewijzigd.
We zien de nieuwe FOBDT in figuur 4.2d. We voegen dan de —y + 2 > 0 toe aan
S, en bezoeken de falsetak. Maar deze tak is de triviale FOBDT t. We keren dus

terug naar diepte 0.

5. De FOBDT uit stap 1 is nu ook gewijzigd, en is de FOBDT in figuur 4.2e geworden.
We voegen —x > 2 toe aan S, en bezoeken de falsetak.

6. Deze falsetak zit dus op diepte 1, en ziet eruit als in figuur 4.2f. We weten dat
o S={zx|-x>2}
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10.

e De FOBDT is niet t of f
e De kern is een kwantificatiekern

We bevinden ons dus in het speciale geval waarin we eerst de FOBDT in de kwan-
tificatiekern moeten vereenvoudigen.

De kwantificatiekern zien we ook in figuur 4.2f. Over de FOBDT in deze kern weten
we dat

o S={z|-x>2}

e De FOBDT is niet t of f

e De kern is geen kwantificatiekern

e De kern bevat een Presburger formule a > 2
We maken opnieuw een verzameling S" = {z, a|-z > 2 A —a > 2)}, en een verzame-

ling 8" = {z,a|-x > 2 A a > 2} en zien dat beide verzamelingen niet leeg zijn. We
voegen dus a > 2 toe aan S en bezoeken de truetak.

De truetak zit op diepte 1 van de FOBDT in de kwantificatiekern, ziet eruit als in
figuur 4.2g, en heeft volgende eigenschappen:

o S={z|-x>2Na>2}
e De FOBDT is niet t of f
e De kern is geen kwantificatiekern
e De kern bevat een Presburger formule x > a
Hier zien we dat de verzameling S” = {z,a|-2 > 2Aa > 2 Az = a} leeg is. We

vervangen dus deze FOBDT door zijn falsetak, welke de triviale FOBDT ¢t is, en
keren terug naar diepte 0 van de FOBDT in de kwantificatiekern.

Deze FOBDT is dezelfde als in puntje 7, met vereenvoudigingen in een deelboom.
We moeten nu de falsetak bezoeken, maar daar gaan we hier niet op in, aangezien

dit de triviale FOBDT f is. We keren dus terug naar de FOBDT op diepte 1.

We hebben dus nu de vereenvoudigde versie van de FOBDT uit puntje 6, die eruit
ziet als in figuur 4.2h. De takken van deze FOBDT zijn weerom triviale bomen, waar
we niet op in gaan, we keren dus terug naar diepte 0, en krijgen de vereenvoudigde
versie van de hele FOBDT) in figuur 4.2i.

4.6 Uitbreidingen

Het algoritme dat we geconstrueerd hebben in hoofdstuk 4.4, kan de problemen die we
gesteld hebben aan het einde van het vorige hoofdstuk oplossen. Als een knoop Pres-
burger redundant is, wordt de FOBDT vereenvoudigd, en wordt de redundante knoop



HOOFDSTUK 4. VEREENVOUDIGING VAN ARITMETISCHE FOBDDS 64

- l-an

4
t

t

(¢c) BDD in
puntje 3

(b) BDD in puntje 2

(a) BDD in puntje 1

v
t f f
(d) BDD in (e) BDD in puntje 5
puntje 4
}l
7a 7a
.
2 2 !
X=a f t f t '
3 v \ v \ v
It f t f t t f
(g) BDD in (h) BDD in puntje 10 (i) Vereenvoudigde FOBDD
puntje 8

Figuur 4.2: FOBDTs
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Figuur 4.3: Aritmetische redundantie bij bepaalde volgordes

weggehaald. We bekijken in dit hoofdstuk enkele kleine uitbreidingen op dit algoritme,
die de werking nog verder kunnen verbeteren.

Voor een eerste uitbreiding bekijken we volgend voorbeeld: een FOBDT voor z > 2Ax > 3
(figuur 4.3). Op de FOBDT in figuur 4.3a zal ons algoritme niets kunnen vereenvoudigen,
aangezien zowel de kern met formule x > 2 als die met x > 3 niet aritmetisch redundant
is. Een kleine wijziging aan de volgorde van de kernen (figuur 4.3b), die niets aan de
betekenis van de FOBDT wijzigt, zorgt echter ineens dat we wel een vereenvoudiging
kunnen doorvoeren, aangezien de knoop met formule z > 2 nu wel Presburger redundant
is. Het blijkt dus dat we de kernen in verschillende volgordes gaan moeten plaatsen om
echt te kunnen testen of er kernen zijn, die overbodig zijn in de formule die de FOBDT
voorstelt. Gelukkig hebben we volgend resultaat, wat ons zegt dat we bij een FOBDT
met n knopen toch niet alle n! volgordes zullen moeten proberen:

Stelling 4.2. Zij B een FOBDT, die enkel Presburger formules bevat, met een kern K
(die voorgesteld wordt door een formule ¢ ) waarvoor geldt dat we de kernen in B kunnen
herordenen zodat er een voorkomen van K is dat Presburger redundant is in die herordende
versie B van B. Dan geldt voor elke herordende versie van B wvolgens een ordening waar
K als laatste (dus helemaal beneden) staat dat K een voorkomen heeft dat Presburger
redundant is.

Bewijs. 7ij B een FOBDT met een kern K die een voorkomen heeft dat Presburger
redundant is. We bewijzen nu dat in elke herordening van B waarin K als laatste staat,
er een voorkomen van K bestaat dat Presburger redundant is. Lemma 4.2.1 zegt ons nu
dat het voldoende te bewijzen is dat er een herordende versie B’ van B bestaat waarin K
als laatste staat, en waarvoor geldt dat K een voorkomen heeft dat Presburger redundant
is.

Noem daarom () het pad naar het Presburger redundant voorkomen K’ in B, en « de
formule die @) voorstelt. Omdat K’ Presburger redundant is geldt dus dat a = ¢ of
a = - waar is in elk model dat aan de Presburger axioma’s voldoet. Als we nu K
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naar beneden schuiven (wisselen met de knoop die na K komt in de volgorde), dan is
het duidelijk dat @ een deelpad is van elk pad naar elk voorkomen K” van K dat zich
bevindt in de deelboom die juist K’ als wortel had, waaruit dan volgt dat K" Presburger
redundant is. We kunnen dus deze redenering blijven herhalen tot K’ helemaal beneden
staat, wat de stelling bewijst. O]

Lemma 4.2.1. Zij B een FOBDT, die enkel Presburger formules bevat, en zij K een
kern die als laatste in de ordening van de kernen van B staat, en een Presburger redun-
dant voorkomen heeft in B. Dan geldt voor elke herordende versie B' van B wvolgens een
ordening waarin K nog steeds beneden staat, dat K nog steeds een Presburger redundant
voorkomen heeft.

Bewigs. Omdat elke herordening van kernen uitgevoerd kan worden door een samenstel-
ling van wissels van twee opeenvolgende kernen, is het voldoende te bewijzen dat na het
omwisselen van 2 kernen K; en K, die zich boven K bevinden, K nog steeds een Pres-
burger redundant voorkomen heeft. Zij K’ de knoop die Presburger redundant is, ¢ de
formule die K voorstelt, P het pad naar K’, en ¢ de formule die P voorstelt”. Omdat
K’ Presburger redundant is, weten we dat ¢ = ¢ of ¢ = —p geldt. Veronderstel verder
dat ¥ = ¢, het bewijs voor het geval dat ¢» = —¢ verloopt analoog. We onderscheiden 3
gevallen:

1. Als K; en K;;1 geen van beide voorkomen in P, dan heeft het omwisselen van deze
knopen ook geen enkele invloed op dit pad®. Dus is P nog altijd een pad in de
herordende versie naar een voorkomen van K, dat dus Presburger redundant is.

2. Stel voor het tweede geval dat K, ; voorkomt in P, maar K; niet. Om de bewering
voor dit geval te bewijzen merken we eerst op dat het voldoende is de bewering te
bewijzen in het speciale geval dat K, de wortel van B’ is. Inderdaad, want analoog
aan de redenering in puntje 1 weten we dat het pad P, naar K;,; in B’ (waarvoor
dus geldt dat P, C P) niet wijzigt door de herordening, aangezien dit zowel K; als
K1 niet bevat. Omdat nu geldt dat K; boven K, in de volgorde staat geldt dat
K; niet voorkomt in B, en dat het omwisselen van de volgorde niets verandert aan
B

3. Stel nu dat K; wel voorkomt in P (al dan niet met K1), dan kunnen we analoog
als in puntje 2 aannemen dat K; de wortel van B’ is. Stel dus dat K; de wortel van
B’ is. Aangezien K, vlak na K; staat in de volgorde, is K;;; dus ofwel wortel van
beide takken, ofwel wortel van één tak, ofwel komt K;,; niet voor. Als K;,; niet
voorkomt, kunnen we de redenering van puntje 2 herhalen om te vinden dat K nog
steeds een Presburger redundant voorkomen heeft. Als K;,; wel voorkomt, dan ziet
B eruit als in figuur 4.4a, of als in figuur 4.4b. Van deze twee figuren zien we de
herordende versies in respectievelijk figuur 4.4c en figuur 4.4d.

"Hiermee bedoelen we de conjunctie van alle formules in de padformuleverzameling van P (zie hoofd-
stuk 4.1).
8De reden hiervoor is dat het wisselen van twee knopen enkel de verwijzingen vanuit deze twee knopen

beinvloedt([Rud93], )
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Aangezien de deelbomen #; (;—;.4) niet beinvloed worden door de herordening, moe-
ten we enkel nog aantonen dat de nieuwe padformuleverzamelingen voor de wortels
van de deelbomen #; ;—1 4) bevat zijn in de oude. Want dan geldt dat de conjunctie
van de formules in de nieuwe padformuleverzameling, de conjunctie van de formules
in de oude padformuleverzameling impliceert, en bijgevolg ook ¢ impliceert. De pad-
formuleverzamelingen zien we in figuur 4.4 ;waar k; en k;, de formules zijn die K;
respectievelijk K1 voorstellen. Het is duidelijk uit deze figuur dat de Presburger
redundantie bewaard blijft.
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(c) Situatie 1 met omgekeerde volgorde (d) Situatie 2 met omgekeerde volgorde

Figuur 4.4: FOBDTs bij bewijs van Stelling 4.2

Stelling 4.2 is een sterk resultaat, zoals we kunnen zien aan dit gevolg, wat in principe
gewoon de omgekeerde formulering is van de stelling.

Gevolg 4.2.1. Ziy B een FOBDT, die enkel Presburger formules bevat, en zij K een kern
die als laatste in de ordening van de kernen van B staat. Als er geen enkel voorkomen van
K bestaat Presburger redundant is, dan bestaatl er geen enkele herordening van B waarin
K wel een Presburger redundant voorkomen heeft.

Stelling 4.2 is ook perfect veralgemeenbaar tot FOBDTs die niet enkel Presburger formules
bevatten. Ons algoritme negeert de niet-Presburger formules in een dergelijke FOBDT
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toch, waardoor de FOBDT eigenlijk behandeld wordt alsof hij enkel Presburger formules
zou bevatten. Hieruit volgt dus dat we voor elke FOBDT B, maximaal n volgordes
moeten testen, met n het aantal Presburger kernen.

We komen dan uiteindelijk tot volgend algoritme (algoritme 4.3, waarin elke kern één keer
naar beneden geschoven wordt, waarna het oorspronkelijke algoritme wordt uitgevoerd).
Hierbij moet het oorspronkelijke algoritme eventueel enkel worden aangepast op regel
4. We kunnen daar simpBDT1(FOBDT in B.kern) vervangen door simpBDT2(BDD in
B.kern), als we binnen die kwantificatie ook verschillende volgordes willen testen.

Algoritme 4.3: simpBDT?2: aritmetische vereenvoudiging van FOBDTs, onaf-
hankelijk van de volgorde van de kernen
Input: Een FOBDT B
Output: B wordt vereenvoudigd
1 B'=B;
2 for K kern € B do
3 if K € B’ then
4 Zet K op laatste plaats;
5 B'=simpBDT1(B’);
6
7
8

end
return B’;

Het algoritme tot nu toe is perfect bruikbaar voor symbolische FOBDTSs in een uitbrei-
ding van eerste ordelogica waar aritmetiek inzit. Dit algoritme werd ontwikkeld met als
doel gebruikt te worden in het IDP-systeem, waarin getypeerde eerste-ordelogica gebruikt
wordt. Deze typering is vooral interessant in de context van een grounding, waar er al
een domein voor de types van de variabelen in de FOBDT gekend is. In het geval dat
het type t van een variabele x een subtype is van de gehele getallen, dan kunnen we
de voorwaarde type(z) = t vaak voorstellen door een Presburger formule, en dus deze
voorwaarde gebruiken in ons algoritme.

Stel als triviaal voorbeeld dat we een FOBDT hebben voor een formule 3z(z < 0), dan
kunnen we hier niets aan vereenvoudigen, want zolang we niets weten over x kunnen we
ook niet besluiten of z < 0 kan zijn. Maar stel dat de formule er zo uitziet: Jz[N](z < 0)
en dat we weten dat het domein van N = N, dan kunnen we dit wel vereenvoudigen tot f.
Voor een groter voorbeeld kijken we naar figuur 4.5. In figuur 4.5a zien we een FOBDT
voor de formule (=(z > 5)A(z > 1))V ((x > 10) A (x < 12)), waar geen enkele Presburger
redundante knoop in zit. Stel echter dat we deze FOBDT bekijken in de context van
een modelexpansie waarbij = type ¢ heeft, en ¢ een domein D; = {2,3,5,7,11} heeft,
dan krijgen we de FOBDT in figuur 4.5b. Hier zien we wel verschillende Presburger
redundante knopen, bijvoorbeeld de knoop die z < 12 bevat (want als > 10, moet
x = 11 en dus kleiner dan 12 zijn). De vereenvoudigde FOBDT zien we tenslotte in figuur
4.5¢.

Het is duidelijk dat het gebruik van deze voorwaarden, die we uit het type van onze
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x[t] x[t]
D t={2,3,5,7,11} D t={2,3,5,7,11}
X>5 x[t]>5 x[t]>5
B 4 ' \4
x>1 x>10 x[t]>1] [x[t]>10 ¢ |x[t]>10
+ [x<12 #[xit<12
v Y ¥ \ v l Y p X L4 A/
f t f t f t f t t f t
(¢) Vereenvoudigde versie

(a) symbolische FOBDT (b) FOBDT met types

Figuur 4.5: Presburger redundantie in getypeerde FOBDTs

variabelen kunnen halen (en verder als typevoorwaarden gaan benoemen), in sommige
gevallen voor verdere vereenvoudiging van een FOBDD kan zorgen. Elke keer we dus
in algoritme 4.5 een variabele tegenkomen die nog niet in S zit, voegen we hiervan het
type toe. Het toevoegen zelf gebeurt met algoritme 4.4. Als het domein voor het type ¢
gegeven wordt door een interval, dan maken we hier gebruik van, en dan moeten we dus

niet alle elementen apart toevoegen®.

4.7 Implementatie

Om de overzichtelijkheid te bewaren hebben we in de vorige hoofdstukken de algoritmes
op hoog niveau beschreven. Deze algoritmes zijn natuurlijk ook geimplementeerd in het
IDP-systeem, en in dit hoofdstuk beschrijven we enkele aspecten van deze implementatie
en gaan we wat dieper in op sommige algoritmes. We beschrijven eerst het algoritme dat
we nodig hadden in hoofdstuk 4.3.3: het algoritme om nieuwe formules toe te voegen aan
een Omega+ verzameling. Daarna bekijken we nog enkele andere details waar we niet
eerder op ingegaan zijn, onder meer hoe we ons algoritme moeten aanpassen om te werken
met FOBDDs in plaats van FOBDTs (hoofdstuk 4.7.2), en hoe we het moeten aanpassen
om te werken met de Bruijn-indices, want deze worden ook gebruikt in IDP (hoofdstuk
4.7.3). Ten slotte bekijken we nog enkele aspecten van de eigenlijk implementatie, en het

programmeren (hoofdstuk 4.7.4).

9In de praktijk bleek dat het apart toevoegen van alle domeinelementen voor grote domeinen enorm
Omdat de typevoorwaarden niet volledig moeten zijn, is er besloten om ook bij

tijdsintensief was.
opsommingen de formule op regel 4 toe te voegen.
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Algoritme 4.4: voegTypevoorwaardenToe(S,x): Het toevoegen van voor-
waarden die volgen uit het type van een variabele.

Input: Omega+ verzameling S, Een variabele x
Output: Aangepaste verzameling S’

t = z.type();
if t is subtype van int then
D = t.domain();
if D s een interval then
| ¢ = D.min() <z < D.max();

else

for d € D do

| Ya=a2=d;

end

Y= \/de;zj,type() Va;
return BreidUitEnVoegVoorwToe(S, v );

© 00 N O bk W N =
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4.7.1 Het toevoegen van formules aan een Omega+ verzameling

In hoofdstuk 4.3.3 werd beschreven hoe we kunnen beslissen of een bepaalde knoop K die
voorgesteld wordt door formule ¢ Presburger redundant is in een FOBDT B. We houden
een Omega+ verzameling S bij, waarin op elk moment alle n-tupels zitten die voldoen
aan de formule ¢ (met n vrije variabelen) die het pad naar K voorstelt. Het testen of
een knoop redundant is, doen we dan door twee nieuwe verzamelingen aan te maken. We
maken een verzameling Sy door ¢ toe te voegen aan S, en een verzameling S; door —¢
toe te voegen aan S. Concreet betekent dit dus dat we een algoritme nodig hebben dat
gegeven een Omega+ verzameling

S=A{xy,...,zp|t0[x1,. .., 2]}

van dimensie n en een formule @|xy, ..., Tp, Tpi1 ..., Tp| met m—Fk vrije variabelen (waar-
bij we met xy,...,x, de variabelen bedoelen die al in S voorkomen, en x,,,1,...,x,, de
variabelen bedoelen die nog niet in S voorkomen!?) een Omega+ verzameling S” kan
construeren van dimensie m zodat

S' =1, x0Ty T |V, ]}

Algoritme 4.5 voegt een gegeven Presburger formule ¢ toe aan een gegeven Omega+
Verzameling S. Stel dat S een n-dimensionale verzameling is, waaraan we een Presburger
formule ¢ willen toevoegen met m — k vrije variabelen (zoals hierboven). Eerst wordt
er gekeken of ¢ vrije variabelen bevat die nog niet in S voorkomen. Als dit het geval
is wordt de dimensie van S uitgebreid, en worden de namen van de nieuwe variabelen
toegewezen voor de nieuwe dimensies. Hierna maken we een nieuwe Omega+ verzameling

0Als k = n + 1, dan bedoelen we dat ¢ geen vrije variabelen heeft die in S voorkomen, en als m = n,
dan bedoelen we dat ¢ geen nieuwe vrije variabelen heeft.
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T met dezelfde variabelen en met als voorwaarde de formule die we willen toevoegen aan
S. We nemen dan uiteindelijk de doorsnede van S en T, aangezien dit de verzameling is
van alle m-tupels die zowel aan de voorwaarden van S als aan ¢ voldoen (waarbij m het
aantal vrije variabelen in ¢ is, die nog niet in .S voorkwamen).

Algoritme 4.5: BreidUitEnVoegVoorwToe(S,p): Breidt Omega+ verzameling
S uit met voorwaarde ¢

Input: Omega+ verzameling S, formule ¢
Output: Aangepaste verzameling T’

['= vrije variabelen van ¢;
Y= variabelen van S
for x € I'\X do
Voeg variabele toe aan S ;
voegTypevoorwaardenToe(S,z);
end
T= new OmegaSet(S.variables,p) ; // OmegaSet(variabelen, formule)
return SN7T;

o N O bk W N

Stel ter illustratie dat S een verzameling is van dimensie 2, en dat we er een formule ¢
aan willen toevoegen met één nieuwe variabele. We kunnen S voorstellen als een veelhoek
in het vlak, waarbij de zijden van deze veelhoek gegeven worden door de voorwaarden
van de formules in S. Omdat ¢ een vrije variabele bevat die S niet bevat, moeten we .S
met één dimensie uitbreiden. De uitbreiding S’ is dan een ruimtelijke figuur, die we ons
kunnen voorstellen als een cilinder van oneindige lengte met grondvlak S. De verzameling
T is dan een andere ruimtelijke figuur, waarbij de grenzen gegeven worden door . De
ruimtelijke figuur die dan alle punten bevat die voldoen aan ¥ A ¢, bevinden zich dan in
de doorsnede van S” en T

4.7.2 Aanpassingen voor FOBDDs

Het werken met FOBDDs in plaats van met FOBDTs brengt eigenlijk niet zoveel veran-
deringen met zich mee. Algoritme 4.2 moet een klein beetje aangepast worden, we mogen
namelijk niet meer zomaar kernen en deelbomen vervangen, aangezien het kan zijn dat
deze nog ergens anders gebruikt worden. Het aangepaste algoritme staat in algoritme
4.6. We zien dat we bij het doorlopen van een FOBDD de kern, true- en falsetak niet
overal onmiddellijk vervangen, maar we houden de nieuwe versies bij tot op het einde
van het algoritme. Daar wordt een nieuwe FOBDD gevraagd, met de nieuwe kern en
de twee nieuwe takken. De methode die deze FOBDD aanmaakt zorgt dat de FOBDD
gereduceerd is, en kent alle FOBDDs die al ooit aangemaakt zijn. Er wordt dan eerst
opgezocht of er geen FOBDD bestaat met deze kern en takken. Enkel als dit niet het
geval is, wordt er een nieuwe FOBDD aangemaakt, anders wordt er een verwijzing naar
die al bestaande gelijke FOBDD teruggegeven.
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Algoritme 4.6: simpFOBDD: aritmetische vereenvoudiging van FOBDDs

© 00 N O Uk W N =

NN NN NNNDNLNR H H H H R H B B R
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Input: Een FOBDD B
Interne variabelen: Omega+ verzameling S

Output: Aritmetisch vereenvoudigde versie van B

if B=true of B=false then

‘ return B,
else
Sbackup =95 ;
if B.kern is een kwantificatiekern then
v=gekwantificeerde variabele in B.kern;
Bg=simpFOBDD(FOBDD in B.kern);
kern2= new QKern(v,Bg);
S = Sbackup )
p=formule die kern van B voorstelt;
if ¢ is een Presburger formule then
S’=BreidUitEnVoegVoorwToe(S,—p);
if S'=leeg then

return simpFOBDD(B.truetak);

S"=BreidUitEnVoegVoorwToe(S,¢);
if S”=leeg then

‘ return simpFOBDD(B. falsetak );

if © is een Presburger formule then

| S=S.BreidUitEnVoegVoorwToe(y);
truetak2=simpFOBDD(B.truetak);
S = Sbackup )
if © is een Presburger formule then

| S=S.BreidUitEnVoegVoorwToe(—¢p);
falsetak2=simpFOBDD(B. falsetak);

S = Sback:up ;

By = geefFOBDD (kern2, truetak2, falsetak2);
return B;

// Maak een back-up van S

// Herstel back-up

// Herstel back-up

// Herstel back-up
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4.7.3 Aanpassingen voor de Bruijn-indices

Zoals aangehaald in hoofdstuk 3.2.3, worden in IDP de Bruijn-indices gebruikt om ge-
bonden variabelen voor te stellen. Als we in ons algoritme dus een kwantificatiekern
vereenvoudigen door de FOBDD in de kern te vereenvoudigen, staan hier indices in, die
verwijzen naar een kwantor die er niet meer is. Dit probleem werd opgelost door eerst
door de hele FOBDD te lopen en elk voorkomen van een de Bruijn-index die bij de kwan-
tor hoort te vervangen door een nieuwe variabele a. Dit doen we door eerst elke index
< 0 > te vervangen, en als we een kwantificatiekern binnengaan, daarbinnen elke index
< 1 > te vervangen, en als we daarbinnen gaan, elke index < 2 > te vervangen, enz...
Na dit substitueren van indices hebben we een FOBDD waar de de Bruijn-index die bij
de weggenomen kwantor hoorde niet meer in voorkomt. Als we dit altijd zo doen, dan
zitten er nooit de Bruijn-indices in de FOBDD die we moeten vereenvoudigen, en kan
ons algoritme deze FOBDD vereenvoudigen. Na het vereenvoudigen doen we weer het
omgekeerde, we vervangen a door < (0 > zolang we geen kwantor zijn tegengekomen, en
als we een kwantificatiekern ingaan verhogen we de index waarmee we a vervangen, zodat
de verwijzingen naar de kwantoren altijd correct blijven.

4.7.4 Het vereenvoudigingsalgoritme

Algoritme 4.6 verschilt met de werkelijke implementatie op nog een paar aspecten. Het
belangrijkste verschil, en het enige dat we hier gaan bespreken, is dat er in de implemen-
tatie geen recursief algoritme gebruikt wordt, zoals algoritme 4.2 wel is. De reden hiervoor
is dat ons algoritme door zijn vorm heel slecht uitbreidbaar is. Ons algoritme behandelt
namelijk enkel FOBDDs in (getypeerde) eerste-ordelogica, terwijl er in het IDP-systeem
bijvoorbeeld ook aggregaten voorkomen, die in FOBDDs worden weergegeven door een
nieuw soort kern: een aggregaatkern. Zelfs als ons algoritme daar niets mee wilt doen,
moet toch met het bestaan ervan rekening gehouden worden, en moet er dus ergens een
conditie bijkomen die stelt dat de kern in de FOBDD geen aggregaatkern mag zijn. Boven-
dien geldt dat als we het algoritme recursief laten werken, dat we elke keer dat onderscheid
moeten maken tussen de verschillende soorten kernen, en daarna moeten typecasten naar
het juiste type om bijvoorbeeld de FOBDD in de kwantificatiekern te kunnen opvragen.

In de implementatie willen we dit door overerving laten werken, dus verschillende me-
thodes simpFOBBD(BDD), simpFOBDD (kwantificatiekern), . .. die elkaar oproepen. De
meest voor de hand liggende manier hiervoor, is het toevoegen van een simpFOBDD me-
thode in elke klasse van objecten die we willen vereenvoudigen. Het nadeel hiervan is dat
dit heel erg onoverzichtelijk wordt als we veel algoritmes hebben die iets moeten wijzigen
aan of weten over FOBDDs (wat in het IDP-systeem zeker het geval is). Om dit probleem
op te lossen, wordt er in de implementatie van het IDP-systeem met het visitor ontwerp-
patroon gewerkt ([GHJV94]). Door één klasse FOBDDVisitor te creéren, en alle klassen
die een FOBDD moeten doorlopen hiervan te laten overerven, kunnen we alle standaard-
gevallen in deze ouder-klasse opvangen. We maken nu in elke klasse die een FOBDD, of
een deel daarvan (bv. kern) voorstelt een methode accept(Visitor v), waarin simpelweg
staat v.visit(this). Als we nu in ons algoritme een kern K tegenkomen, dan moeten we
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niet uitzoeken wat voor kern het is, we geven gewoon de opdracht K.accept(this). Dan
wordt door overerving bepaald wat voor soort K is, en vanuit K wordt dan de opdracht
v.visit(K) gegeven, waarmee door overerving en overloading bepaald kan worden welke
methode er moet worden uitgevoerd op K. Deze programmeertechniek wordt “Double
Dispatch” genoemd.

Algoritme 4.2 wordt dus in de praktijk opgesplitst in 3 algoritmes, namelijk één voor
FOBDDs, één voor atomische kernen en één voor kwantificatiekernen.

4.8 Resultaten bij Experimenten

De probleemstelling die we geformuleerd hebben aan het einde van hoofdstuk 3, hebben we
zo goed als mogelijk kunnen oplossen met ons algoritme. Het algoritme kan alle Presburger
redundantie uit elke FOBDD halen. De hoofdreden voor het vereenvoudigen van FOBDDs
was het verhogen van de efficiéntie van het IDP-systeem. In dit hoofdstuk onderzoeken we
kort of dat gelukt is. We testen eerst verschillende modelexpansieproblemen!, en bekijken
of deze al dan niet sneller opgelost worden. De resultaten van deze testen zijn gemengd.
Bij het uitvoeren van grote modelexpansies zijn er problemen waar het vereenvoudigen
van FOBDDs de uitvoering van het modelexpansie-algoritme versnelt, maar er zijn ook
problemen waar het modelexpansie-algoritme hier net door vertraagd wordt. We bekijken
in dit hoofdstuk ook de mogelijke oorzaken van deze matige resultaten en we kijken ook
eens wat we kunnen doen om dit kunnen verbeteren.

De resultaten in dit hoofdstuk werden bekomen door alle testen 20 keer uit te voeren
waarna we de gemiddelde uitvoeringstijd hebben berekend. Dit hebben we gedaan om
statistisch betrouwbare resultaten te bekomen. We hebben bij het uitvoeren ook veel tes-
ten gevonden waar we spreken van uitvoeringstijden tot zelfs kleiner dan 5 honderdsten
van een seconde. Het probleem met deze experimenten is dat het hier erg moeilijk wordt
om te testen of ons algoritme zorgt voor het versnellen van de uitvoeringstijd, aangezien
de meeste tijd niet gaat naar het uitvoeren van het algoritme, maar wel naar andere zaken
zoals het opstarten van IDP. Die overhead is bij de meeste grote problemen te verwaarlo-
zen, maar als we spreken over problemen met een uitvoeringstijd van 0.05 seconden, dan
kunnen we dit niet verwaarlozen. Deze kleine problemen werden dus ook uit de resultaten
gehaald. De experimenten werden uitgevoerd op een computer met volgende specificaties:

e Processor: Intel i5-2410M Dual-Core processor 2.3 GHz
e RAM: 3.8Gb Ram-geheugen
e Besturingssysteem: Ubuntu 11.04 met kernel 2.6.38-13

We bekijken eerst de resultaten bij het uitvoeren van een hele verzameling testen, zowel
met als zonder het vereenvoudigen van aritmetische FOBDDs. Deze resultaten zijn te

"De testen zijn allemaal te vinden op http://www.student.kuleuven.be/~s0193486/Thesis/, en
bevatten het vocabularium, de structuur en de theorie waarvoor de modelexpansie werd uitgevoerd.


http://www.student.kuleuven.be/~s0193486/Thesis/
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vinden in tabel 4.1. De resultaten gaan alle richtingen uit, sommige problemen kunnen
we sneller oplossen met ons algoritme, voor sommige maakt het weinig uit, maar er zijn
ook problemen waar de oplossing voor vertraagt. De verbetering van de efficiéntie van het

Naam test Met Zonder | Verbetering | Relatieve
vereenv. | vereenv. verbetering
Bin Packing 1 2.01 2.54 0.53 26.5%
Bin Packing 2 1.54 2.62 1.08 41.2%
Blocked N-Queens 2.00 1.99 —0.01 —0.5%
Hamiltonian Clircuit 1.09 1.09 0 0%
Hamiltonian Path 23.00 22.72 —0.27 —1.2%
Hitor: 0.33 0.25 —0.08 —23.6%
Knights 1.50 1.27 —0.22 —14.8%
Light 4.10 3.30 —1.20 —19.6%
Mirror 2.28 2.49 0.21 9.3%
Missionaries 2.00 1.99 —0.01 —0.5%
N-Queens 16.21 9.03 —7.18 —44.3%
Pigeonhole 11.00 12.00 1.00 9%
Schildpad 1.39 1.58 0.19 13.5%
Social Golfer 4.10 4.26 0.16 3.9%
Sokoban 13.13 13.92 0.79 6%
Sudoku 0.50 0.68 0.18 26.5%
Tarski puzzel 6.02 6.04 0.02 0.3%
Treinplanning 5.90 6.00 0.10 1.5%
Waterbucket 25.28 29.36 4.08 16.1%
Zeeslag 3.88 3.44 —0.44 —11.4%

Tabel 4.1: De tijdsduur bij het uitvoeren van verschillende testen, met en zonder het
vereenvoudigingsalgoritme

Bin Packing probleem!?, is wel erg goed. Het eerste Bin Packing probleem is een klein
probleem, het gaat over 3 vierkanten en een rechthoek van grootte 4 x 6. Als het probleem
groter wordt, zoals Bin Packing probleem 2 (9 vierkanten en een 13 x 7 domein) zien we
dat ons algoritme ook meer kan verbeteren, en dus het grounden verder versnelt.

We zien echter in tabel 4.1 ook verschillende resultaten die minder positief waren, zoals
bijvoorbeeld het N-Queens probleem. Dit betekent echter nog niet dat het ontwikkelde
algoritme niet zinvol is. De plaats in de grounding waar het vereenvoudigen van FOBDDs
erg veel kan opbrengen, is tijdens het gebruik van grenzen bij het grounden. Zoals we
hebben bekeken in hoofdstuk 3.2.1 geldt dat er een afweging gemaakt moet worden over
de scherpte van de gebruikte grenzen, wat zich vertaalt naar grootte van de gebruikte
FOBDDs. Als we deze grenzen scherper maken, zullen de grenzen vaker gebruikt kun-
nen worden, maar wordt de query die de grenzen gebruikt ook duurder. Wat de ideale
grootte van FOBDDs hierin is, is nog niet volledig gekend, dit wordt namelijk nog volop
onderzocht. Wat we echter wel weten, is dat scherpere grenzen meer voordeel leveren bij

12Gegeven een aantal vierkanten van verschillende grootte, en een grote rechthoek, moeten we de
vierkanten zo schikken dat ze allemaal in de rechthoek passen.
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grote problemen en meestal vertragen bij kleine problemen. De problemen die wij getest
hebben, zijn over het algemeen kleinere problemen en er werd een maximale diepte van 8
knopen ingesteld (hiermee bedoelen we dat elk pad maximaal 8 knopen kan bevatten).

Van ons algoritme verwachten we echter de beste resultaten bij grote FOBDDs. Dit komt
enerzijds omdat daar het meeste aritmetische redundantie inzit, en omdat het verwijderen
van een deelboom in een grote FOBDD, een grote deelFOBDD kan zijn, wat dus grote
gevolgen kan hebben. We hebben dan ook getest of ons algoritme in de praktijk ook beter
presteert als we grotere FOBDDs gebruiken. We hebben dus de maximale diepte van
de FOBDDs verdubbeld, en de test nog eens opnieuw uitgevoerd. De resultaten van dit
experiment zien we in tabel 4.2. Zoals we verwacht hadden, vertragen bijna alle problemen
ten opzichte van 4.1, omdat het kleine problemen zijn die we testen, maar zien we wel dat
ons algoritme voor veel grotere verschillen zorgt.

Naam test Met Zonder | Verbetering | Relatieve
vereenv. | vereenv. verbetering
Bin Packing 1 4,99 20,01 15,02 75,1%
Bin Packing 2 4,03 18,02 13,99 77,6%
Blocked N-Queens 1,99 2,59 0,60 23.2%
Hamiltonian Clircuit 1,10 1,10 0,00 0,2%
Hamiltonian Path 24,00 23,00 -1,00 -4,3%
Hitori 0,79 0,80 0,01 1,0%
Knights 1,47 2.60 1,13 43,3%
Light 3,30 3,30 0,00 0,2%
Mirror 2,63 2,61 20,03 1,0%
Missionaries 3,29 2,59 -0,71 -27,3%
N-Queens 17,03 16,03 -1,00 -6,3%
Pigeonhole 12,99 13,00 0,01 0,1%
Schildpad 11,99 17,99 6,00 33,3%
Social Golfer 19,00 5,99 -13,00 -217,0%
Sokoban 132,02 192,03 60,01 31,3%
Sudoku 0,49 0,60 0,10 17,3%
Tarski puzzel 12,02 12,02 0,00 0,0%
Treinplanning 7,99 7,99 0,00 0,1%
Waterbucket 88,01 97,00 8,99 9,3%
Zeeslag 53,00 65,01 12,01 18,5%

Tabel 4.2: De tijdsduur bij het uitvoeren van verschillende testen met grotere FOBDDs,
met en zonder het vereenvoudigingsalgoritme




Hoofdstuk 5

Besluit

Ter afsluiting van deze thesis overlopen we nog eens alles wat we in dit werk gezien en be-
reikt hebben. De bedoeling van deze thesis was een algoritme te ontwikkelen voor gebruik
in IDP, dat aritmetische redundantie uit formules kan halen, waardoor het grounden in
IDP sneller en efficiénter verloopt. Deze doelstelling is deels geslaagd. Het algoritme is ge-
construeerd, en voldoet aan de verwachtingen: het kan allerlei aritmetische redundanties
in een eerste-ordeformule opsporen, en deze elimineren. Het gevolg van deze verbetering
in de praktijk op de efficiéntie van het IDP-systeem is nog niet in alle gevallen zo positief
als we gehoopt hadden.

5.1 Theorie

In hoofdstuk 2 hebben we BDDs ingevoerd. Dit hebben we gedaan door eerst BDTs in
te voeren, een normaalvorm met een binaire boomstructuur voor propositionele formules.
We hebben dan enkele opmerkingen gegeven over de nadelen van BDTs, en met deze
opmerkingen zijn we tot het concept van BDDs gekomen, een canonieke normaalvorm
voor propositionele logica. Omdat deze normaalvorm zo interessant is voor propositionele
formules, hebben we de ideeén hiervan veralgemeend naar eerste-ordelogica, en kwamen
we tot FOBDDs, eerste-ordeBDDs. Deze normaalvorm voor eerste-ordelogica was dan
wel niet canoniek, maar heeft toch een aantal interessante eigenschappen, die we bekeken

hebben.

In het volgende hoofdstuk van deze thesis hebben we het IDP-systeem, het systeem dat
we wilden verbeteren, van naderbij bekeken. We zijn hier dieper ingegaan op de werking
van de modelexpansie, en hoe hierbij een zo hoog mogelijke efficiéntie bereikt kan worden.
Specifiek voor het grounden overliepen we een algoritme uit de literatuur waarbij FOBDDs
gebruikt worden om grenzen op te stellen, waarmee we de grounding kunnen reduceren.
Met het introduceren van die FOBDDs in de context van modelexpansie kwamen we
tot onze probleemstelling. Als we willen dat het groundingsalgoritme efficiént is, is het
belangrijk dat deze FOBDDs ook efficiént zijn. Eén van de problemen in het algoritme
was dat aritmetische redundantie in een FOBDD het systeem in sommige gevallen enorm

7
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kon vertragen. We hebben enkele voorbeelden bekeken van gevallen waarin dit werkelijk
een probleem vormde.

De hoop om aritmetische redundantie volledig uit een FOBDD te kunnen verwijderen
hebben we snel laten varen, aangezien er theoretische resultaten zijn, die ons vertellen
dat dit niet mogelijk is. In plaats van ons doel daarmee op te geven, hebben we getracht
een manier te zoeken om toch zo veel mogelijk redundantie uit een FOBDD te halen. We
hebben daarbij gezocht naar een eerste-ordetheorie voor de gehele getallen, die beslisbaar
is, en die we konden gebruiken om deze redundantie op te sporen. Bij deze zoektocht zijn
we terecht gekomen bij Presburger aritmetiek, in hoofdstuk 4.3.1 hebben we deze theorie
formeel gespecificeerd, en bewezen dat hij beslisbaar is.

5.2 Algoritme

We hebben in deze thesis een algoritme geconstrueerd dat gegeven een FOBDD, redun-
dante Presburger formules kan opsporen, en deze kan verwijderen. Dit algoritme wordt
geconstrueerd in hoofdstuk 4. Het maakt gebruik van de boomstructuur van de FOBDD,
waarin heel makkelijk kan gezien worden of een deelformule redundant is. We zoeken in
de FOBDD naar takken die onbereikbaar zijn, en we snoeien deze takken weg.

Er werd nog onderzocht of we dit algoritme met enkele kleine uitbreidingen nog bruik-
baarder zouden kunnen maken in IDP, en er werden twee uitbreidingen geformuleerd.
Een eerste uitbreiding gaat over verschillende FOBDDs die dezelfde formule voorstellen,
en waarin we andere redundanties kunnen ontdekken. De tweede uitbreiding gaat over
het specifiek gebruik van FOBDDs in de context van modelexpansie in IDP, waarin een
uitbreiding van eerste-ordelogica gebruikt wordt (FO(.)).

5.3 Implementatie

Dit algoritme, en zijn uitbreidingen, werden ook geimplementeerd in het systeem. Om
de redundantie van de Presburger formules te beslissen, werd Omega+ gebruikt, een
herwerking van de eerder ontwikkelde Omega-library. De implementatie van het algoritme
is volledig functioneel, en heeft al bewezen in sommige gevallen (zie bijvoorbeeld het
probleem van de query op het einde van hoofdstuk 3) het systeem toe te staan nieuwe
problemen op te lossen. Bij het testen van ons algoritme, waren de resultaten bij veel
testen echter niet zoals we gehoopt hadden.

Er zijn verschillende problemen, zoals “Bin Packing”, waar ons algoritme duidelijk een
verbetering teweeg brengt, maar anderzijds zijn er ook problemen waar het niets doet, en
in sommige gevallen zelfs het IDP-systeem vertraagt. Een mogelijke reden hiervoor is dat
het algoritme veel zou kunnen verbeteren tijdens het gebruik van grenzen, maar dat dit
niet ten volle benut wordt. We hebben enkele experimenten gedaan, waar werkelijk uit
bleek dat ons algoritme bij het gebruik van grotere FOBDDs er wel in slaagt de efficiéntie
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te verhogen.

5.4 Verder onderzoek

Zoals hierboven al is aangehaald zijn er nog verschillende aspecten te verbeteren aan de
implementatie van het algoritme en het gebruik ervan, om de efficiéntie ervan te verhogen.
Een eerste mogelijkheid is een grondig onderzoek naar andere aspecten in het systeem
waar het versimpelen van FOBDDs een grote invloed kan hebben. Een mogelijk aspect
wat van naderbij bekeken kan worden is het vereenvoudigen van FOBDDs die gebruikt
worden voor het herkennen van equivalente subformules (hoofdstuk 3.2.2). Hier is de kans
groot dat ons algoritme van nut kan zijn, maar herkennen van die formules is zelf nog in
ontwikkeling, en niet volledig operatief in het systeem.

Enkele andere mogelijke verbeteringen liggen bij het algoritme zelf. Om dit efficiénter
te laten lopen, kan het misschien een goed idee zijn om een heuristiek te ontwikkelen,
die uitzoekt hoeveel aritmetiek een bepaalde FOBDD bevat, en wat de kans is dat we
aritmetische redundantie in die FOBDD gaan vinden. Een heel eenvoudige heuristiek
zou al kunnen zijn, dat we uitzoeken of een FOBDD iiberhaupt aritmetiek bevat. Zo
vermijden we ons algoritme te laten lopen op grote FOBDDs, waarvan we op voorhand al
weten dat we ze toch niet gaan kunnen vereenvoudigen, omdat er geen aritmetiek instaat.
Een ander aspect dat we kunnen onderzoeken is de beslisser die we gebruikt hebben. In
onze implementatie werd oorspronkelijk Omega gebruikt om de beslissingen te maken,
en dit werd later vervangen door Omega+, welke een nieuwere herwerkte versie is van
Omega. Een mogelijkheid tot verder onderzoek zou kunnen zijn om te onderzoeken hoe
andere beslissers voor Presburger aritmetiek presteren, en eventueel Omega+ hierdoor te
vervangen. Een systeem dat in de context van deze thesis maar kort bekeken is, en dat
misschien potentieel zou kunnen hebben, is het ISL systeem ([Ver10]).

In het IDP-systeem wordt gewerkt met een uitbreiding van eerste-ordelogica, namelijk
FO(.). Er is al een simpele uitbreiding hiervoor geformuleerd en geimplementeerd, maar
FO(.) bevat nog meer concepten waar we de bruikbaarheid van ons algoritme naar zouden
kunnen uitbreiden. Zo bevat FO(.) bijvoorbeeld aggregaten, functies op verzamelingen,
die in FOBDDs kunnen worden voorgesteld. Als dit functies zijn op verzamelingen van ge-
hele getallen, of functies zoals kardinaliteit, kunnen we hier misschien informatie uithalen
om nog meer redundantie uit een FOBDD te elimineren.
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Bijlage A
Getypeerde eerste-ordelogica

Definitie A.1. Een formule in eerste-ordelogica over een vocabularium X, is van de vorm.:

O, = - (negatie) (A.1)
(o AY) (conjunctie) (A.2)
(o V) (disjunctie) (A.3)
V(o) (Universele kwantificatie) (A.4)
Jz(¢) (Universele kwantificatie) (A.5)
P(ty,ta, ..., t,) (Predicaat Toepassen) (A.6)
t1 =ty (Gelijkheidsrelatie) (A.7)

Met x € Xyur, type(t;) = Si, P(s1,...,8n) € Lprea en alle t; termen, welke gedefinieerd
worden door:

t:= x (een variabele is een term) (A.8)
F(ty,ta, ... ty) (Functie toepassen,) (A.9)
Met alle t; termen, type(t;) = s;' en F(s1,...,8,) : 8 € Xpune. We noemen verder een

formule van type (1.6) of (1.7) ook wel een atomische formule. De verzameling van
alle formules in de eerste-ordelogica over een vocabularium ¥ noteren we met Lro x

Definitie A.2. Een X-structuur I is een afbeelding die:

o clke s € Xyype 0p een niet-lege verzameling Dy afbeeldt. We noemen Dy het domein
van s, ofwel de interpretatie van s, en noteren het ook wel als sy

o clke P(s1,...,5,) € Lprea 0p een relatie Rp C (D, X Dy, X -+ % Dy ) afbeeldt. We
noemen Rp de interpretatie van P, en noteren het ook als P!.

o clke F(s1,...,5,) 1 S € Lpune 0p een functie Gp C (Ds, X Dgy X -+ X D) — D
afbeeldt. We noemen G de interpretatie van F, en noteren het ook als F.

'We breiden de type-afbeelding uit voor termen, door te zeggen dat type(F(t1,t2,...,t,)) bepaald
wordt door het type van het resultaat van de functie.
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We noemen een X-structuur I eindig als Dy eindig is voor alle s € Xyype.

Definitie A.3. Een variabele-interpretatie w voor I (3-structuur) is een afbeelding die
elke © € X4 met type(x) = s op een d € Dy afbeeldt. Aangezien het voor elk element in
het vocabularium duidelijk is, of we het moeten interpreteren met I, of met w noteren we
Tw wvoor de afbeelding vanuit 32 die elk element interpreteert. We noemen deze afbeelding
dan ook kortweg de interpretatie.

Semantiek voor termen:

Semantiek voor formules:

IwE P(ty, ... t,) als (Tw(ty), Iw(ta), ..., Iw(t,)) € Rp
Et =ty als Tw(ty) = Tw(ty)
E ¢ als Tw ¥ ¢
E o1 A ¢ als lwF ¢ en Iw E ¢9
E 1 Vb als Tw FE ¢1 of TwF ¢
F V(o) als Tw[z/d] E ¢ voor alle d € Dy, met s het type van x

F 3z(9) als er een d € Dy bestaat zodat Iw[x/d] E ¢, met s het type van x



Bijlage B

Populariserende samenvatting
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Het vereenvoudigen van FOBDDs door middel van
Presburger aritmetiek

Het doel van deze thesis is het verbeteren van de efficiéntie van een modelexpansie algo-
ritme. Dit is een algoritme voor het oplossen van problemen zoals een sudoku. Een sudoku
kunnen we formeel specificeren als volgt: We hebben een vocabularium ¥ (bv. vakjes,
nummers, rijen, kolommen,...), en een eindige verzameling regels 7 waar de elementen
uit dat vocabularium aan moeten voldoen (bv. “Als twee vakjes tot dezelfde rij behoren,
bevatten ze niet hetzelfde nummer.”) Hierbij hebben we voor een deelvocabularium o van
dat vocabularium een gegeven interpretatie (bv. “Op vakje 3 is er een 9 ingevuld.”). De
puzzel bestaat er dan in de interpretatie van o uit te breiden tot een interpretatie voor
> die voldoet aan 7. Gelijkaardige problemen, zijn puzzels zoals de battleship-puzzel, of
meer réele probleemstellingen zoals het plannen van examenroosters of het opstellen van
een treinschema. We noemen dit soort problemen modelexpansieproblemen.

Bij het oplossen van dit soort problemen, moet de computer zelf zijn oplossingsstrategie
bepalen. De meest voor de hand liggende strategie is natuurlijk elke mogelijke oplossing
genereren, en dan kijken of die voldoen aan de voorwaarden. Dit is uiteraard niet optimaal.
Er worden dan namelijk enorm veel oplossingen getest, waarvan we op voorhand al weten
dat ze niet voldoen. Het is dus belangrijk dat de computer een zo efficiént mogelijke
oplossingsstrategie voor het probleem kan bepalen. Het bedenken en verbeteren van
systemen die voor grote verzamelingen problemen efficiénte strategieén kunnen bepalen
vormt een groot onderzoeksgebied. De werkgroep KRR van de afdeling DTAI van het
departement computerwetenschappen aan de KU Leuven is hier onder meer mee bezig. Er
is een systeem genaamd IDP ontwikkeld dat modelexpansieproblemen zo efficiént mogelijk
oplost.

Als we tijdens het uitvoeren van een modelexpansie meerdere malen dezelfde (deel-)formule
tegenkomen, willen we van deze informatie gebruik kunnen maken, en eerder berekende
resultaten kunnen hergebruiken. Om dit te kunnen doen, moeten we eerst en vooral ont-
dekken dat twee formules equivalent zijn. Het IDP systeem gebruikt hiervoor speciale
normaalvorm van formules, die FOBDDs (Binary Decision Diagrams) worden genoemd.
Hoewel FOBDDs hier erg goed in zijn, blijkt toch dat ze niet perfect zijn, en niet altijd
kunnen detecteren of twee formules equivalent zijn. Eén van de problemen bevindt zich
in het gebruik van arithmetiek in FOBDDs. Er geldt dat de beweringen “Voor alle getal-
len groter dan 3 geldt P” en “Voor alle getallen groter dan 3 en groter dan 2 geldt P”,
equivalent zijn, maar dat kunnen we niet kunnen ontdekken met FOBDDs.

Voor deze thesis werd een algoritme ontwikkeld om dit probleem uit de wereld te helpen.
Het bleek echter theoretisch niet mogelijk te zijn om dit met alle aritmetische formules
te doen. We hebben ons beperkt tot formules die geen vermenigvuldiging bevatten. We
gebruiken en bewijzen het theoretisch resultaat dat voor twee aritmetische formules ¢
en 1 die geen vermenigvuldiging bevatten, we altijd in eindige tijd kunnen beslissen
of ze equivalent zijn. Deze informatie werd gebruikt om de gebruikte FOBDDs in het
modelexpansie algoritme verder te verbeteren, zodat de aritmetische redundantie in deze
FOBDDs tot een minimum beperkt wordt.
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